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PREFACE 


DE LA SECONDE EDITION 


Depuis la publication de la premiére édition de ce livre, 
plusieurs Ouvrages, se rapportant aux sujets qui y sont traités, ont 
paru dans la Collection de Monographies sur la Théorie des 
fonctions. On trouvera au début de ce livre la liste de ces Ouvrages, 
parmi lesquels je tiens a signaler particuliérement ceux de 
N. Lusin et W. Sierpinski. 

D’autre part, un des fascicules de mon Traité du calcul des 
probabilités : Applications a Varithmétique et a la théorie des 
fonctions, (t. Il, fase. 1) a été consacré a des questions de 
probabilité étroitement liées a celles qui sont trailées ci-aprés aux 
pages 38 a 52. 

Enfin, j’ai repris un certain nombre de points relatifs a la 
classification des ensembles de mesure nulle, et j’ai obtenu des 
résultats nouveaux dans mon livre: Kléments de la théorie des 
ensembles, mentionné ci-contre. 

Par contre, il semble bien que les problémes que j’ai posés, 
notamment ceux qui sont relatifs aux fonctions ®(z) dont il est 
question, page 1o1 et 102, restent toujours sans solution. Je ne me 
dissimule pas que ces problémes sont difficiles, mais le moindre 
progrés vers leur solution aurait une telle importance quils me 
paraissent mériter de retenir l’attention des jeunes chercheurs. 
Donnons en un exemple simple. Soit une é¢quation différentielle 
du second ordre obtenue en égalant 4 zéro un’ polynome a 
coefficients entiers en x, y, y’, y” dont le degré total par rapport 
a ces quatre lettres ne dépasse pas trois, la valeur absolue des 
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coefficients ne dépassant pas 100. Soit a@ la valeur pour y =1 de 
Vintégrale de |’équation qui est nulle ainsi que sa dérivée, pour 
x =o. Sil’on constate, par un calcul numérique, que les mille 
premiers chiffres de a sont égaux aux mille premiers chiffres de x, 
peut-on affirmer avec certitude que a est égal a 7? La réponse 
positive ne me parait pas douteuse, mais la démonstration reste a 
trouver. La méme question se poserait si, au lieu de z, on 
considérait un nombre 6 défini par une équation analogue a celle 
qui définit a, avec les mémes conditions initiales. P 

Je me permets, en terminant, de signaler l’analogie des idées 
exprimées dans les deux derniéres pages de ce Livre avec la Note 
que j’ai publiée récemment dans les Comptes rendus : Analyse 
et géométrie euclidiennes (*). 


Emice Boret. 
(Paris, juillet 1950.) 


(') Comptes rendus, t. 230, 1950, p. 1989. 


PREFACE 


DE LA PREMIERE EDITION 


Le développement extraordinaire pris par les sciences depuis un 
siécle rend actuellement 4 peu prés impossible au cerveau humain 
de connaitre, non pas méme la Science tout entiére, mais une 
science particuliére, telle que la mathématique. On peut prévoir 
que, dans quelques dizaines d’années, la spécialisation nécessaire 
sera encore plus étroite et que, a part quelques génies excep- 
tionnels de plus en plus rares, la plupart des savants se confine- 
ront dans une fraction relativement trés faible du champ immense 
de la Science. Il ya la un danger trés grand, car les sciences les plus 
diverses ont entre elles des rapports utiles, et ces rapports sont 
encore plus nécessaires entre des branches d’une méme science; 
on sait tout ce que, au xrx° siécle, la géométrie, par exemple, adi 
a la théorie des fonctions d’une variable complexe. 

I] faut done se convaincre qu'il est indispensable de simplifier 
et systématiser les résultats acquis dans une discipline, en vue d’en 
permettre lacquisition plus aisée 4 ceux qui cultivent des disci- 
plines différentes. Les efforts faits dans ce but, les traités généraux 
et les monographies spéciales sont au moins aussi uliles ala Science 
que les travaux originaux ('). Bien entendu, il ne peut s’agir de 
contester la primauté de la grande découverte, vraiment neuve, sur 
n’importe quel travail didactique; mais de telles découvertes sont 


rares et les travaux originaux, en mathématiques comme dans les 


(1) Parmi les ouvrages destinés a simplifier et moderniser l’exposition des élé- 
ments de l’analyse, il faut citer un livre trop peu connu de M. René Baire : 
Lecons sur les théories générales de l’analyse (Gauthier-Villars ). 
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sciences expérimentales, sont le plus souvent des contributions au 
développement d’une idée déja acquise; de telles contributions 
sont sans doute nécessaires, pour reprendre une comparaison 
devenue banale, ce sont les matériaux avec lesquels sont construits 
les édifices superbes que sont les théories; mais ces matériaux 
n’ont en soi qu’une faible valeur; il vaudront par l’architecte qui 
les mettra en ceuvre; et celte mise en ceuvre sera grandement faci- 
litée s’ils sont classés, rangés, étiquetés, de maniére qu'il soil aisé 
de les connaitre et de les avoir sous la main. La besogne de celui 
qui les classe n’est pas inférieure a celle de celui qui les amasse 
sans discernement; les recueils de Mémoires originaux sont st 
nombreux que l’on peut affirmer sans exagération qu’un Mémoire 
dont les résultats n’ont pas été, au bout de quelques dizaines 
d’années au plus, recueillis ou résumés dans un Ouvrage d’en- 
semble a les plus grandes chances de rester éternellement ignoré. 
Si le résultat qu’il renferme devient par la suite utile au déve- 
loppement de la Science, il sera sans doute retrouvé d’une 
maniére indépendante par quelque chercheur; car il est souvent 
plus court de faire un calcul ou une expérience que d’entreprendre 
une recherche bibliographique. Les compilations bibliographiques 
exécutées sans esprit crilique, si elles ne sont pas entiérement 
inutiles; sont souvent d’un trés médiocre secours dans une telle 
recherche. Elles ne peuvent d’ailleurs en aucun cas rendre les ser- 
vices que l’on doit attendre d’un véritable Traité, lequel remplace 
effectivement, pour le plus grand nombre des lecteurs, une masse 
considérable de travaux antérieurs, et facilite singuliérement la 
lecture de beaucoup d’autres. 

Lorsque j'ai entrepris, il y a vingt-cing ans, cette Collection de 
monographies sur la théorie des fonctions, je pensais qu’aprés avoir 
écrit quelques petits livres, il me serait possible de songer a rédiger 
un véritable Traité de théorie des fonctions. Mais les travaux ori- 
ginaux ont été extrémement nombreux, beaucoup d’entre eux étant 
irés importants et cet essor de la théorie des fonctions ne parait pas 
prés de s’arréter. Il était donc impossible de songer a fixer des 


théories sans cesse en progrés; il valait mieux chercher a contri- 
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buer a ce progrés en résumant au fur et 4 mesure, dans ces mono- 
graphies, les derniers résultats obtenus et en indiquant les direc- 
tions dans lesquelles pouvaient s’engager les chercheurs. C’est ce 
que j'ai essayé de faire dans cette Collection; j’y ai été puissam- 
ment aidé, on le sait, par de nombreux collaborateurs, auxquels 
je suis heureux d’avoir aujourd’hui l’occasion d’adresser mes 
remerciments pour l’honneur qu’ils m’ont fait en acceptant de 
s’associer, en pleine indépendance, al’ceuvre que j’avais entreprise 
et qui était trop lourde pour un seul auteur. Beaucoup d’entre 
eux, d’ailleurs, avaient apporté aux théories qu’ils ont expos¢ées des 
contributions personnelles d’une telle importance, que c’est par 
eux, et non par un autre, qu’elles devaient étre traitées. Grace a 
eux, cette Collection a pu embrasser toutes les parties les plus 
importantes et les plus vivantes de la théorie moderne des fonc- 
tions, tant d’une variable réelle que d’une variable complexe; 
j espére que de nouveaux collaborateurs ne tarderont pas a combler 
les lacunes qui subsistent forcément : car la Science ne s’arréte 
pas. 

Peut-étre serait-il possible d’entreprendre aujourd’hui la publi- 
cation du Traité qui systématiserait et résumerait les parties essen- 
tielles des 25 volumes de la Collection; je crois cependant que, 
pour bien des questions encore en voie d’évolution, il vaut mieux 
conseryer la forme plus souple d’une telle Collection d’ouvrages 
séparés dont il est plus aisé de renouveler ou de compléter, au fur 
et a mesure des nécessités, les parties qui se trouvent avoir vieilli, 
en raison méme de l’action qu’elles ont exercée. Je laisse donc a 
de plus jeunes le soin d’écrire ce Traité, dont ’heure viendra 
bientét. La théorie des fonctions a toujours été, d’ailleurs, une 
science de jeunes, et il est propable qu’elle le restera, car les qua- 
lités d’imagination abstraite qu’elle exige paraissent étre le privi- 
lége de la jeunesse, tandis que les parties des mathématiques qui 
touchent aux applications et aux réalités exigent peut-étre plus de 
maturité d’esprit. 

Cet Ouvrage, qui est le neuviéme publié sous ma signature dans 


cette Collection, sera donc vraisemblablement mon dernier livre 
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de théorie des fonctions; j’y ai rassemblé un certain nombre de 
Notes et de Mémoires qui n’avaient pas trouvé place dans les 
Ouvrages antérieurs et dont certains me paraissent cependant 
pouvoir étre le point de départ de recherches nouvelles. Je les ai 
fait précéder d’une courte Introduction ou j’ai indiqué de quelle 
utilité peuvent étre les comparaisons et le langage de la biologie en 
théorie des fonctions. 

Dans une bréve conclusion, je signale quelques-unes des ques- 
tions qui me semblent devoir étre étudiées, sinon résolues; elles 
sont difficiles; mais il est rare que les efforts tentés pour résoudre 
une question difficile soient entiérement vains; s’ils ne conduisent 
pas a la solution de la question, ils ouvrent d’autres voies, parfois 


plus intéressantes encore. 


; EmILte Bore. 
(Paris, octobre 1921. ) 


Dans les renvois, les Ouvrages de la Collection de monographies sont désignés 
par des chiffres gras, qui correspondent a la liste ci-dessous, ot ils sont classés, 
pour chaque auteur, d’aprés Vordre chronologique de la premiére édition, les 
auteurs étant classés eux-mémes d’aprés Vordre chronologique de l’apparition 
de leur premier ouvrage. 


(4) Entre Bore. — Lecons sur la théorie des fonctions (2° édition, 1914). 


(2) Lecons sur les fonctions entiéres (2° édition, 1921, avec une 
Note de G. Valiron). 

(3) — Lecons sur les séries divergentes, 1901. 

(4) — Lecons sur les séries & termes posttifs (rédigées par R. d’Adhé- 
mar, 1902). 

(5) — Lecons sur les fonctions méromorphes (rédigées par L. Zoretti, 
1993 ). 

(6) Lee ns sur les variables réelles et les développements en 


séries de polynomes (rédigées par M. Fréchet, avec des Notes 
de Paul Painlevé et Henri Lebesgue, 1905). 


(7) Lecons sur la théorie de la croissance (rédigées par A. Denjoy, 
1910). 

(8) Lecons sur les fonctions monogénes uniformes d'une variable 
complexe (rédigées par G. Julia, 1917). 

(9) — Méthodes et problémes de théorie des Jonctions, 1922. 

(10) Henat Lesescue. — Lecons sur Vintégration et la recherche des 
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METHODES ET PROBLEMES 


DE 


THEORIE DES FONCTIONS 


INTRODUCTION. 


Les mathématiques ont été, aussi loin que l’on peut remonter 
dans l’histoire des civilisations, cultivées a la fois pour leur utilité 
et pour leur beauté. Il est bien connu que des recherches faites 
uniguement pour la satisfaction esthétique d’un petit nombre d’es- 
prits se sont trouvées au bout de quelques années, ou parfois de 
quelques siécles, rendre des services éminents dans les applica- 
tions. Néanmoins, il reste toujours, méme parmi les mathémati- 
ciens, des esprits pour contester la légitimité ou Vintérét de 
certaines spéculations qui leur paraissent trop abstraites ('). 

Il y a, entre les adeptes de la théorie des fonctions et ceux qui 
cultiyent la Mécanique ou |’Astronomie, une querelle au fond ana- 
logue a celle des médecins ou des agronomes avec les biologistes 
purs. Il n’est peut-étre pas inutile d’insister un peu sur cette 
comparaison; cela nous facilitera l’exposition de quelques ré- 
{lexions sur le but et les tendances de la théorie des fonctions. 

Toute comparaison est défectueuse; mais, lorsqu’on en connait 
les défauts, la comparaison est souvent instructive; elle a surtout 
le précieux avantage de permettre de résumer en quelques mots 
des suggestions dont le développement exigerait de longs discours ; 


(1) On pourra lire avec intérét, a ce sujet, le discours inaugural de M. Denjoy 
dans sa chaire de théorie des fonctions de l'Université d’Utrecht : L’orientation 
actuelle des mathématiques ( Revue du Mois, 1919). 
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les analogies de la théorie des fonctions avec la biologie ne peu-_ 
vent avoir que la valeur d’une comparaison. > 

Ces analogies sont frappantes et ont conduit depuis longtemps 
a des ciel de langage caractéristique : fonctions engendrées - 
par tel ou tel procédé; familles de fonctions; pathologie des 
fonctions; etc.; mais peut-étre n’a-t-on jamais essayé de les exposer 
d’une maniére systématique. Je voudrais tenter briévement 
d’esquisser un tel essai, sans m’en dissimuler les difficultés; s'il 
intéresse quelques ieeteute j "espere qu ‘ils ne me ménageront pas 
leurs critiques et me permettront ainsi de le perfectionner. 

Si lon s’éléve du simple au complexe, on peut distinguer dans 
la biologie, d’abord la cytologie et !anatomie, étude des éléments 
constitutifs des étres vivants, puis la morphologie et la physio-— 
logie, qui étudient les relations apparentes ou cachées des divers 
organes et leur fonctionnement, enfin la sociologie au sens le plus 
large, consacrée aux relations de ces étres entre eux (par exemple, 
étude des mceurs des fourmis ou des abeilles), Au dela encore, 
on trouve les théories générales sur l’origine et l’évolution des 
espéces. 

Ce n’est pas suivant cette ligne théorique que se sont dévelop- 
pées les connaissances biologiques ; la morphologie a précédé la 
cytologie. En fait, homme primitif et, encore de nos jours, les 
hommes peu instruits ou les peuples peu civilisés, se bornent a 
savoir distinguer et utiliser pour un profit immédiat quelques 
espéces animales et végétales: le cheval, le boeuf, le mouton, le 
blé, la vigne, Volivier. Tel fut le cas des premiers algébristes et 
analystes; tel est encore aujourd’hui le cas de tous ceux qui n’ont 
besoin que des éléments en vue des applications; les fonctions 
algébriques des quatre premiers degrés, les fonctions circulaires, 
la fonction exponentielle (d’ou dérivent les logarithmes) sont pour 
eux comme ces animaux et ces plantes domestiques indispensables 
a la civilisation humaine, sans qu’il soit d’ailleurs nécessaire, pour 
les utiliser, de connaitre l’anatomie nila physiologie. II est long et 
difficile de créer de nouvelles espéces domestiques : les fonctions 
elliptiques ne se laissent pas non plus facilement apprivoiser. 

Avant d’aller plus loin, signalons tout de suite une différence 
plus apparente que réelle entre les individus qui appartiennent a 
une méme espéce biologique et les individus qui appartiennent a 
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une catégorie déterminée de fonctions : le nombre des grains de 
blé, par exemple, est limité, tandis que le nombre des trinomes 
du second degré est illimité. Cette différence est, dis-je, plus appa- 
rente que réelle; elle disparait, en effet, si dans un cas, comme 
dans l'autre, on fait la distinction nécessaire entre les étres qui 
peuvent étre congus et ceux qui sont effectivement réalisés. Rien 
ne limite, en effet, le nombre des grains de blé que l'homme 
pourra preduire, sinon la durée méme de ]/espéce humaine et du 
globe terrestre; mais cependant le nombre des grains de blé 
actuellement existants est fini. [] en est exactement de méme pour 
les trinomes de second degré; il en est une infinité de possibles; 
mais chacun d’eux ne devient réel que le jour of un mathémati- 
cien l’écrit ou pense a lui; comme le nombre des mathématiciens 
est fini et que le nombre des pensées de chacun d’eux lest égale- 
ment, il n’est pas douteux que le nombre des trinomes du second 
degré qui ont été effectivement écrits ou pensés, est fini et est 
méme probablement trés inférieur au nombre des grains de blé 
récoltés chaque année. Bien entendu, l’algébriste et l’analyste étu- 
dient des propriétés communes a tous les trinomes réels et possi- 
bles, sans qu’il soit nécessaire pour eux de penser 4 chaque instant 
a un trinome déterminé; de méme I’agriculteur le moins instruit 
pense souvent au blé en général, sans se représenter un grain bien 
déterminé, car il sait que tous les grains ont des propriétés analo- 
gues. Par contre, il y a une différence évidente et inévitable: les 
étres idéaux que sont les fonctions ne sont pas limités dans 1’es- 
pace et dans le temps; une fonction bien déterminée peut étre 
considérée simultanément en deux lieux différents; elle peut aussi 
étre considérée a des interyalles de temps aussi grands que l’on 
veut. 

Lihomme a été rapidement poussé 4 la fois par la nécessité et 
par sa curiosité naturelle a étendre ses connaissances biologiques 
au dela des rudiments indispensables a la yie agricole; d’une part, 
il a catalogué et classé des espéces de plus en plus nombreuses; 
d’autre part, il s'est attaché a perfectionner les espéces qu'il utili- 
sait, a créer des variétés nouvelles, et enfin il a étudié le fonction- 
nement normal et pathologique de ces diverses espéces animales 
et végétales; il les a disséquées, est arrivé 4 connaitre leur fonc- 
tionnement général, la circulation du sang ou de la séve, etc., 
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et aussi leur structure intime, leur.composant élémentaire, la cel- 
lule, qui est étudiée elle-méme d’une maniére de plus en plus 
approfondie. : 

L’étude des fonctions s’est de méme développée a la fois en sur- 
face et en profondeur; on a appris a connaitre des fonctions de 
plus en plus nombreuses et, d’autre part, on a approfondi l'étude 
des fonctions connues; on les a disséquées, on a scruté avec une 
acuité toujours plus grande la substance méme de la fonction, 
cest-d-dire la variable continue; d’autre part, on a soumis les 
fonctions a des opérations d’ordre général, développements en 
séries, dérivation, intégration, etc., vis-a-vis desquels elles réagis- 
sent comme réagissent les animaux et les plantes vis-a-vis de cer- 
tains traitements que leur font subir les expérimentateurs. 

On pourrait pousser plus loin la comparaison et constater dans 
la théorie des fonctions des cas de symbiose et de parasitisme ; on © 
pourrait distinguer les étres qui résultent de l’évolution naturelle 
de monstruosités produites artificiellement; mais il est inutile 
d’aller plus loin pour se rendre compte que le langage de la com- 
paraison biologique peut permettre d’exposer avec plus de briéveté 
et une clarté suffisante des idées générales sur la théorie des fonc- 
tions; il est donc permis de l’utiliser, & condition de n’y voir jamais 
qu’une forme de langage, destiné 4 suggérer au lecteur des idées 
quwil serait difficile de suggérer autrement. 
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CHAPITRE I. 


LES DOMAINES ET LA THEORIE DES ENSEMBLES. 


Généralités. 


Les domaines et les ensembles sont aux fonctions ce que les 
lissus sont aux étres vivants. On a été naturellement conduit a les 
étudier en eux-mémes, indépendamment des fonctions qui en 
avaient suggéré l'étude. Ce chapitre préliminaire de la théorie des 
fonctions a pris une grande importance ; de méme que |’étude des 
tissus vivants a conduit peu a peu 4a étudier des diastases et des 
colloides, que la biologie a conduit 4 la Chimie-Physique, de 
méme certains analystes ont étudié les ensembles d’une maniére 
de plus en plus abstraite, les relations qu’ils peuvent avoir entre 
eux se trouvant réduites 4 un trés petit nombre de relations fon- 
damentales, qui se confondent avec les opérations de la logique. 
Quelques mathématiciens se demandent si l’on ne sort pas ainsi du 
domaine des mathématiques; l’avenir seul en décidera; en atten- 
dant, on doit constater l’intérét pris 4 ces questions par des esprits 
forts distingués; un recueil important, Mundamenta mathe- 
matice, a été consacré 4 ces recherches par une école de ma- 
thématiciens polonais; c’est une tentative qui mérite d’étre suivie 
avec soin et avec sympathie, méme si l’on pense que le résultat 
final de ces recherches sera de fournir de nouvelles raisons pour 
s’intéresser surtout aux ensembles qui peuvent ¢tre effective- 
ment définis. Les principes de la théorie des ensembles ont été 
exposés et discutés dans plusieurs des volumes dela Collection, tout 
d’abord dans (1), et aussi dans certains chapitres de (6), (10), (42), 
(23), (24), (26). On y revient ci-aprés, 4 propos de la eacitie a- 
tion des ensembles de mesure nulle. J'ai tout d’abord reproduit 
ici quelques Notes public¢es dans les Comptes rendus, Notes qui 
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marquent quelques étapes entre la premiére et la deuxiéme édition 
de mes Lecons sur la théorie des fonctions ('). 


Sur la représentation effective de certaines fonctions discontinues, 
comme limites de fonctions continues (*). 


On doit & M.-Baire un résultat de la plus haute importance, qui 
peut s’énoncer ainsi: la condition nécessaire et suffisante pour 
gwune fonction discontinue soit la limite de fonctions conti- 
nues est qu’elle soit ponctuellement discontinue sur tout en- 
semble parfait (3). 

En un certain sens, cette proposition épuise complétement la 
question de la représentation des fonctions discontinues comme 
limites de fonctions continues. Cependant, si l’on observe que, 
non seulement les démonstrations de M. Baire, mais encore 1'ob- 
tention effective de la représentation, nécessitent l’introduction des 
nombres transfinis, on peut penser qu’a coté de la proposition gé- 
nérale de M. Baire, qui dominera toujours la question, il y aurait 
intérét & connaitre d’autres propositions plus particuliéres, mais 
plus. aisées 4 démontrer dans l’enseignement et a appliquer effec- 
tivement. Je me propose ici d’obtenir, sans utiliser les nombres 
transfinis, la représentation comme limite de fonctions continues 
d’une fonction discontinue telle que l’ensemble P de ses points de 
discontinuité soit réductible (c’est-a-dire tel que son dérivé P’ soit 
dénombrable). Quand on emploie le langage créé par M. G. Can- 
tor, on doit dire que, étant donné un ensemble réductible P, il 
existe un nombre « de la premiére ou de la seconde classe tel que 
l'on ait Po; d’ailleurs 4 tout nombre « correspondent une 
infinité d’ensembles réductibles P tels que P‘* ne soit pas nul, 
lorsque @ est inférieur a a. Lorsque l'on se place a ce point de 
vue, on est amené a considérer lintroduction des nombres trans- 
finis comme nécessitée par la nature méme de la question et a faire 


(‘) Voir, par exemple, la Note finale de mes Lecons sur la théorie des fonc- 
tions (2° édition, p. 255), 

(?) Comptes rendus, t. 137, 30 novembre 1903, p. 903. 

(*) Voir Batre, Thése: Sur les fonctions de variables réelles (Annali di Ma- 
tematica. 1899) et Nouvelle demonstration d’un théoréme sur les fonctions 
discontinues (Bulletin de la Société mathematique de France, 1900). 
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dépendre de la valeur du nombre « la marche suivie pour la ré- 
soudre. Je me propose de montrer, au contraire, que la solution 
peut étre basée simplement sur la notion d’ensemble dénombrable, 
et, par suite, étre complétement indépendante de la valeur de a, 
qui n’intervient ni directement, ni indirectement. Pour abréger, 
je raisonnerai sur les fonctions d’une seule variable; il n’y a 
presque rien a changer pour traiter le cas de n variables. 
Considérons une fonction f (x), définie dans un intervalle fini 
a, 6; soit P ensemble de ses points de discontinuité; on suppose 
que P’ est dénombrable; il en résulte que P +P’ est aussi dénom- 
brable; désignons les points de P + P’ par ay, do, ..-, Any +++ 
Désignons, d’autre part, par A, l’ensemble des points de l’inter- 
valle a, 6 définis par la condition suivante : le point x appartient 


a An, si, quel que soit p, le segment xa, a une longueur supé- 
: Ray 3 < ‘ 
rieure a —- {1 résulte du fait que P’ est un ensemble fermé que 


tout point déterminé xz de ab, distinct de a,, ay,..., Ap, +--+, 
appartient a A, dés que n dépasse une certaine valeur. Ceci posé, 
il est trés aisé de former une fonction continue fn prenant les 
mémes valeurs que f aux m points @,, dz, ..., Ay, aimsi qu’en tous 
les points de A,; il suffit de remarquer que A, se compose d’un 
nombre limité d’intervalles dans chacun desquels f est continue et 
que les points a, @2, ..., nr, en nombre limité, sont extérieurs a 
ces intervalles. Il est clair que lorsque m augmente indéfiniment la 
fonction f, a pour limite /, quel que soit x a l'intérieur de ab; le 
probléme proposé est donc résolu. 

On peut rapprocher ce résultat de celui qu’a obtenu récemment 
M. Ernst Lindelof (Comptes rendus, 2 novembre 1903). Dans 
cette intéressante Note, M. Lindeléf démontre, sans Vintervention 
des nombres trans finis, le théoréme dit de Cantor-Bendixson ('). 
Ces exemples permettent d’espérer qu’il pourra étre possible d’ar- 


(‘) Dans ses Lecons sur Vintégration et la recherche des fonctions primiti- 
ves, qui paraitront prochainement (10), M. Lebesgue donne de ce théoréme une 
démonstration qui est au fond trés analogue a celle de M. Lindeléf. Mais M. Le- 
besgue emploie le langage des nombres transfinis, de sorte que l’on apercoit 
moins nettement que la théorie de ces nombres nintervient pas; M. Lindelof 
et M. Lebesgue sont arrivés 4 leurs démonstrations indépendamment lun de 
autre; chacun d’eux m’a communiqué la sienne ayant d’ayoir connaissance de 


autre. 
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river a éviter introduction de ces nombres dans hien des ques- 
lions ot cette introduction a jusqu’ici paru nécessaire ; il semble, 
en effet, qu ‘a s’en ‘passer on gagne toujours en simplicité et en 
clarté. Cette remarque ne diminue d’ailleurs en rien I/intérét phi- 
losophique ni l'importance réelle des profondes conceptions de 
M. George Cantor, dont l’influence sur l’évolution des mathémati- 
ques dans le dernier quart du ‘x1x® siécle a été, comme lon sail, 
des plus considérables; cette influence subsistera tant qu’il y aura 
des analystes, méme si certaines formes particuliéres données 
par M. George Cantor a sa pensée ne conservaient un jour qu un 
intérét historique. 


Un théoréme sur les ensembles mesurables ('). 


Je voudrais signaler un théoréme fort général, que je crois 
nouveau, et qui me parait de nature 4 pouvoir rendre de trés grands 


services dans de nombreuses applications a la théorie des 
fonctions. 


Etant donnés, dans un domaine limité, une infinité d’en- 
sembles mesurables, tels que la mesure de chacun d’eux ne 
soit pas inferieure a o, les points communs @ une infinité 
@entre eux forment un ensemble dont la mesure n’est pas 
inferieure ac. 


On peut déduire, en particulier, de ce théoréme que la pro- 
pricté pour une fonction d’étre continue en excluant des 
ensembles de mesure ausst petite que lon veut se conserve a la 
limite, c’est-a-dire appartient a la fonction limite (supposée exis- 
tante) Mune suite quelconque de fonctions qui la possédent. Cette 
propriété appartient, par suite, a toutes les fonctions définies jus- 
qtvici. Sous cette forme, cette remarque est équivalente ala propo- 
sition suivante, encore inédite, que me communique M. Lebesgue : 
Toute fonction mesurable est continue en chacun de ses points, 
sauf pour un ensemble de points de mesure nulle, aux ensembles 
de mesure nulle pres. 

En terminant, je dois signaler que la représentation simple, 
comme limite de fonctions continues, d’une fonction discontinue 


(1) Comptes rendus, t. 137, 7 décembre 1993, p. 966. 
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telle que ’ensemble P de ses points de discontinuité est dénombrable 
a été obtenue par M. Lebesgue (‘). Dans ma Note du 30 novembre, 
j'ai traité seulement le cas ot P est réductible; j’avais d’ailleurs 
surtout en yue de montrer comment l’introduction des nombres 
transfinis pouvait étre évitée dans une question od, a un certain 
point de vue, elle aurait pu paraitre nécessaire. M. Lebesgue 
m informe qu’il posséde une démonstration sans nombres transfinis 
du théoréme général de M. Baire ; c’est 14 un résultat dont limpor- 
tance n’échappera a aucun géométre; j’espére que cette démons- 
tration sera bientét publice. 


‘ 


Sur les théorémes fondamentaux de la théorie des fonctions 
de variables réelles (*). 


J'ai indiqué, dans mes Lecgons sur la théorie des fonctions, 
comment on pouvait mesurer certains ensembles en partant d’inter- 
valles et arrivant a des ensembles de plus en plus compliqués, au 
moyen de passages a la limite successifs. Puis sont venues les belles 
recherches originales de M. Lebesgue. Mais je n’ai jamais aban- 
donné mon point de yue primitif; le moment me semble venu de 
publier une exposition d’ensemble dans laquelle les résultats les 
plus importants déja acquis dans la théorie des fonctions de variables 
réelles, et d’autres résultats nouveaux, sont obtenus par une voie 
directe, assez simple et assez élémentaire pour pouvoir prendre 
place dans tous les cours d’analyse. Je résume briévement la 
marche suivie (*): le Mémoire détaillé paraitra prochainement 
dans un autre Recueil (*). 

J’appelle ensemble élémentaire l'ensemble des points intérieurs 
4 un interyalle (ou 4 un rectangle dans le plan, etc.); un domaine 


_ 


(‘) Sur Tapproximation des fonctions (Bulletin des Sciences mathématiques, 
novembre 1898); d’aprés une lettre que m’écrit M. Lebesgue, il y a lieu, dans fa 


partie de cette Note oit il est question de points de discontinuité, de désigner 
par Ly), L;, Ly, Ly,..., non seulement les points de discontinuité, mais les extré- 
mités des indervalles de continuité (forcément désombrables en tout cas). 


(*?) Comptes rendus, t. 154, 12 février 1912, p. 413. 

(*) Voir aussi mes Notes du 7 décembre 1903, des 14 ct 28 févriér igio et du 
6 mars tgtt. 

(4) Voir mes Lecons sur la théorie des fonctions (1), Note VI. 
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simple est la réunion d’un nombre fini d’ensembles élémen- 
taires. 
J’ai souvent attiré l’attention sur le : 


Premier THEOREME FONDAMENTAL. —— Si tous les points d'un 
domaine borné et fermé D sont intérieurs a l’un des ensembles 
élémentatres A,, Ag,..., An,--.; tls sont tous intérieurs a un 
domaine simple formé de certains de ces ensembles. 

En abrégé : eu égard aux ensembles bornés et fermés, une 
infinité d’ensembles élémentaires équivaut a un domaine 


simple (#). 


J’appelle ensemble bien défini tout ensemble élémentaire et 
tout ensemble qui, dans un domaine borné D, peut étre obtenu 
par la répétition illimitée des deux opérations suivantes : 


1° Somme d’une infinité d’ensembles (déja définis) sans pare 
commune ; ; 

2° Différence de deux ensembles (déja définis) dont lun contient 
Vautre. 


La mesure d’un ensemble bien défini s’obtient, par définition, 
au moyen des opérations méme par lesquelles on le construit (?). 
Si Yon cherche a calculer effectivement cette mesure, il est 
naturel de se donner une limite del’approximation désirée; on est 
ainsi conduit au : 


SECOND THEOREME FoNDAMENTAL. — Wtant donnés un ensemble 
bien défini quelconque E et un nombre = arbitrairement petit, 
on peut construire un domaine simple D tel que lensemble des 


(') Létude des ensembles rentvant dans les classifications de M. Fréchet, et 
pour lesquels existe un théoréme analogue, a fait objet de plusieurs travaux, 
notamment de MM. Fréchet, Moore, et Chitender. 

Parmi les travaux dont les classes d’ensembles ainsi mesurables ont fait 
Vobjet, je citerai notamment ceux de MM. Souslin, Hausdorff, Alexandroff. 
Sierpinski et important Mémoire de M. de Ta Vallée Poussin : Sur Vintégrale 
de Lebesgue (Trans, Amér. Math. Soc., 1915). 

(*) Leopération qui consiste a prendre la partie commune a deux ensembles 
bien définis conduit aussi a des ensembles bien définis ; mais, pour mesurer l'un 
deux, il faut ramener sa définition aux deux opérations simples (ce qui est 
toujours possible), 


ae Se 
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points de E qui n’appartiennent a D et des points de D qui 
nappartiennent pas a E soit compris a Vintérieur d’ensembles 
elémentatres d’étendue totale inférieure de. 

En abrégé, tout ensemble bien défini équivaut a un domaine 
simple, a ¢ pres. 


_Les mémes méthodes, appliquées a l'étude des fonctions de 
variables réelles, conduisent au : 


Trorstime THEOREME FoNDAMENTAL (!). — Htant donnés une 
fonction bornée F définissable analytiquement et deux nom- 
bres arbitrairement petits < eta, on peut trouver un polynome P 
tel que l’ensemble des points ot la valeur absolue de la diffé- 
rence entre F et P est supérieure a ¢ puisse étre enfermé dans 
des ensembles élémentaires de mesure totale inférieure a u. 

En abrégé, toute fonction équivaut a un polynome, @ vEvXx € 
preés (un ¢ différence et un ¢ domaine). 


C’est sur les deux derniers théorémes fondamentaux que je base 
la définition et l'étude des intégrales des fonctions bornées. Une 
suite bornée de polynomes P, est asymptotiquement convergente 
si la mesure des domaines algébriques, ou la différence | b,— Pm | 
est inférieure a, tend vers zéro quel que soit ¢ lorsque n et m 
croissent indéfiniment. 

I’intégrale d’une fonction se définit comme la limite de Vinté- 
erale d’une suite de polynomes asymptotiquement convergente, le 
champ d intégration étant une suite asymptotiquement convergente 
de domaines simples (on fait varier d’abord les polynomes, puis le 
champ d’intégration). 

Toutes les opérations sur les fonctions bornées auxquelles 
s’applique une proposition analogue au premier théoréme de la 
moyenne (équations différentielles, intégrales, intégro-différen- 
tielles, etc.) se raménent a des opérations sur des suites de 
polynomes asymptotiquement conyergentes, opérations qui con- 
duisent en général (?) a des suites uniformément convergentes. 


(1) Ce théoréme se déduit de ceux que j’ai énoncés dans ma Note du 7 décem- 
bre 1903 au moyen des travaux de M. Lebesgue et du théoréme fondamental de 
Weierstrass; mais je suis actuellement la marche inverse, en l’établissant direc- 
tement. 

(7) La seule difficulté provient, dans le cas ow interviennent des divisions, 
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On sait que l’on peut considérer les fonctions non bornées et 
les domaines infinis comme des cas limites des fonctions bornées 
ct des domaines finis, mais il y a lieu d’étudicr, dans chaque cas, 
des conditions supplémentaires de convergence, conditions non 
toujours vérifiées. 

Il est 4 peine besoin de faire observer que les considérations 
précédentes s’appliquent a toutes les fonctions introduiltes jusqu ici 
en analyse, sauf peut-étre aux fonctions non définissables analyt- 
quement de M. Lebesgue. 


La classification des ensembles de mesure nulle 
et la théorie des fonctions monogénes uniformes ('). 


Toutes les fonctions définissables analytiquement ayant les mémes 
propriétés générales lorsqu'on exclut les ensembles de mesure 
nulle (2), une classification de ces ensembles doit précéder l'étude 
approfondie des propriétés de classes particuliéres de fonctions. 
Je baserai cette classification sur la notion d’ensemble régulier, 
convenablement précisée (*). Un ensemble régulier (de mesure 
nulle) est défini par une infinité énumérable de points fondamen- 
taux A, a chacun desquels est attaché une infinité énumérable de 
domaines de forme réguliére (carrés ou cercles dans le cas ‘de 
deux dimensions) Dj’, tels que Di’) contienne D\?*!' ct que 
les séries Paya tye convergent pour toute valeur de r, les 


n 
sommes 3, tendant vers zéro pours infin. 


Etant donnée une série convergente a termes positifs, inverse 
du reste R,, est une fonction croissante de a. L’ordre d’infinitude 
de cette fonction sera, par définition, l’ordre de convergence de la 
série. Etant donnée une infinité énumérable de séries convergentes, 


de ce que le diviseur peut tendre vers zévo; on sait que cest 1d le pofat capital 
de la méthode de Fredholm. 

(*) Comptes rendus, t. 154, 26 février 1912, p. 568. 

(*) Voir mes Notes du 7 décembre 1903 et du 12 février 1912. 

(*) Vor ma Note du 6 mars 1911; le point nouveau que j’introduis ici est la 
forme réguliére des domaines d’exclusion ; eelte modification n’altére pas la pro- 
position fondamentale : tout ensemble de mesure nulle peut étre regardé comme 
faisant partic d'un ensemble régulier. 
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telles que s,, l’ordre asymptotique de convergence est, par défi- 
nition, un ordre (qu’on choisira pratiquement le plus grand pos- 
sible), tel que ordre de convergence de la série o, lui devienne 
supérieur a partir d'une certaine valeur de r. Cet ordre est aussi, 
par définition, ordre asymptotique de l’ensemble régulier auquel 
correspondent les séries ¢,. L’ordre d’un ensemble de mesure 
nulle est le plus grand possible des ordres asymptotiques des. 
ensembles réguliers qui le renferment. Cette définition ne per- 
met pas toujours de déterminer l’ordre avec précision, mais elle 
fournit en tout cas une limite inférieure de cet ordre, c’est-a-dire 
permet d’affirmer qu'il est supérieur 4 un ordre connu. C’est 
sous cette forme qu’on utilisera généralement la notion de 
Vordre. 

On sait que la notation des ordres d’infinitude présente des 
analogies avec celle des nombres transfinis (de seconde classe), 
avec laquelle elle est 4 peu prés dans le méme rapport que la nota- 
tion des nombres rationnels (fractions continues limitées) avec 
celle des entiers ('). L’ordre-d’un ensemble énumérable dépasse 
tout nombre assignable de seconde classe ; on peut le noter Q; la 
question de savoir si tous les ensembles d’ordre Q sont nécessaire- 
ment énumérables intéressera peut-étre ceux qui attribuent un 
sens aux spéculations dans lesquelles interviennent tous les nom- 
bres de seconde classe. 

La considération des ordres permet d’étendre beaucoup la notion 
du domaine d’existence des fonctions monogénes uniformes, cette 
extension étant assujettie 4 comprendre comme cas particulier la 
théorie de Weierstrass. J’avais déja fait des tentatives dans ce sens 
et les résultats que j’avais obtenus (?) prouvent que les définitions 
qui vont étre données ne sont pas simplement une généralisation 
théorique, mais qu’il existe effectivement des fonctions monogénes 


(') Voir mes Lecons sur la théorie de la croissance (7). Je rappelle qu'il est 
toujours possible, étant donné un systéme de notations, de fabriquer des ordres 
d’infinitude dépassant ce systéme. Tout systéme de notations bien défini est donc 
exposé a étre inapplicable ou en défaut. Mais, inversement, si l’on a & envisager 
un systéme quelconque d’ordres, on pourra toujours fixer des notations suffisantes. 
Nous n’avons besoin, dams ce qui suit, qne de la connaissance des premic¢res 
notations, qui sont classiques. 

(7) Voir notamment moan Mémoire Sur les series de polynomes et de 
fractions rationnelles (Acta mathematica, 1. XX1V). 
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satisfaisant a ces définitions et échappant a celle de Weierstrass. 

Seulement, ces résultats ne s’appliquaient qu’a des classes de 

fonctions trés particuliéres, du moins en apparence, délinies par 

certains développements en série, de forme donnée a priort; 
tandis que je prends actuellement pour base la définition générale 

de la fonction monogéne, d’aprés Cauchy. 


Dévinrrion. — Une propriété quelconque est dite vérifiée 
asymptotiquement d’ordre a dans un domaine D, lorsqu’elle 
est vérifide en tout point de ce domaine, & exclusion d'un 
certain ensemble de mesure nulle, d’ordre supérieur a 4. 


Tutorime. — JI existe un ordre « tel que, si la définition 
classique des fonctions monogénes uniformes estvérifiée asymp- 
totiquement d’ordre « dans un domaine D d’un seul tenant 
par une fonction f(x + ty), cette fonction ne peut étre nulle 
sur un petit arc sans étre nulle partout (en tout point ott elle 
est définie). On peut, pour fixer les idées, prendrea=w?. 


Il est évident que le théoréme ne subsisterait pas si l’on 
prenait a1, car le domaine D pourrait alors ne pas rester d’un 
seul tenant, aprés ]’exclusion de l’ensemble de mesure nulle. La 
question se pose donc de déterminer l’ordre le moins élevé pos- 
sible a (compris entre 1 et w?), tel que le théoréme subsiste. 

La démonstration de ce théoréme est essentiellement basée sur 
Pintégrale de Cauchy ('); elle conduit aisément 4 une représenta- 
tion analytique générale des fonctions monogénes uniformes, qui 
comprend comme cas particulier celle de M. Mittag-Leffler (?). En 
employant le langage des nombres transfinis (il y aurait lieu de 
faire des réserves sur l’emploi de Q, mais je m’en sers uniquement 
pour faire image), on peut dire que le cas traité par M. Mittag~ 
Leffler (ensembles réductibles) correspond a I'hypothése que 
Vordre « de l’ensemble des points singuliers atteint Q (ou peut-étre 


$$ 


(*) Vutilise, bien entendu, les propriétés énoncées dans ma Note du 12 février 
1912, 

(*) Acta mathematica, t: IV; bien entendu, ces fonctions possédent aussi des 
développements en séries de polynomes de forme M ( théoréme de l’étoile de 


M. Mittag-Leffler généralisé) déterminés d’ une. maniére unique par la- connais- 
sance des dérivées en un point, 
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méme a un cas particulier de cette hypothése); nous sommes 
arrivés 4 remplacer Q par w?; il sera sans doute possible de dimi- 
nuer encore beaucoup la valeur de a (voir les Notes de MM. Car- 
leman et Denjoy; Comptes rendus, t. 474). 

Ce qui est acquis, c’est la possibilité de tirer de la définition de 
Cauchy, vérifiée en certains ensembles de points, ensembles qui 
peuvent n’étre denses nulle part ('), la conséquence essentielle 
sur laquelle Weierstrass a basé ‘sa théorie des fonctions analyti- 
ques : deux fonctions qui coincident sur un petit arc coincident 
dans tout leur domaine d’existence. La conception de Cauchy est 
ainsi débarrassée d’une partie au moins des restrictions que lui avait 
apportées Weierstrass (7). 


Sur les définitions analytiques et sur Villusion du transfini (*). 


I. — La « DEFINITION » D’UNE FONCTION NON REPRESENTABLE ANALYTIQUEMENT 
DEDUITE DE LA « DEFINITION » DES NOMBRES DE SECONDE CLASSE. 


Jai, 4 maintes reprises, attiré Vattention sur ce fait qu’on ne 
peut pas fixer, au moyen d’un nombre fini de.mots, un procédé 
de construction ou de notation de tous les nombres de seconde 
classe. Les difficultés sont exactement les mémes pour définir 
une échelle transfinie de types croissants, c’est-a-dire une suite 
transfinie de fonctions déterminées telles que chacune ait une crois- 
sance asymptotiquement supérieure aux précédentes et telles que 
toute fonction donnée soit dépassée en croissance asymptotique 


(1) Il est évident que ces ensembles (domaines d’ou |’on exclut des ensembles 
de mesure nulle d’ordre2«) forment un groupe, en ce sens que l’ensemble de 
points communs 4 deux d’entre eux constitue un ensemble de méme nature (mais 
qui peut ne plus étre d’un seul tenant), car la somme de deux ensembles de 
mesure nulle d’ordre supérieur ou égal 4% est évidemment un ensemble de mesure 
nulle d’ordre supérieur ou égal a a. Ceci, permet de prouver que les opérations 
sur les fonctions monogénes généralisées conduisent a des fonctions monogénes, 
dans les mémes conditions o¥ les opérations sur les fonctions analytiques de 
Weierstrass conduisent a des fonctions analytiques. 

(7) La théorie des fonctions quasi méromorphes et quasi analytiques a recu 
pendant l’impression de ce livre, une impulsion nouvelle’a la suité de Notes 
importantes de MM. Denjoy, Wolff et Carleman (Comptes rendus de l’ Académie 
des Sciences, 1921 et 1922, t. 173 et 174). 

(*) Bulletin de la Société mathématique de France, t. 47, 1919, p. 42. 
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par une fonction de Ia suite. Si, pour fixer les idées, on fait corres- 
pondre aux nombres ordinaires 7 les fonctions x”, on fera corres- 
pondre 4 w la fonction x” et a tout nombre « de seconde classe 
une fonction bien déterminée, définie pour les valeurs entiéres de 
la variable et construite au moyen d’itérations et de lemploi du 
théoréme de Paul du Bois-Reymond | sous la forme WV (x) = %2(2)| 
de la méme maniére que le nombre 2 au moyens d’additions et de 
passages a la limite. 

Cette « définition » des nombres de seconde classe au moyen 
d'une échelle de types croissants met en évidence les difficultés 
que souléve une telle « définition »; mais elle ne les augmente 
pas. 5 

A tout nombre incommensurable, on peut faire correspondre de 
bien des manic¢res une fonction croissante, définie pour les valeurs 
entiéres de la variable. On peut par exemple le développer en 
fraction continue et considérer la fonction croissante défime en 
prenant pour chaque valeur den le plus grand des quotients 
incomplets @,, dz, +++, Gn. Si cette fonction reste finie 
pour 7 infini, c’est qu’il y aau moins une valeur entiére p telle 
qu’une infinité des a, soient égaux ap; on considérera le plus 
petit des nombres p ayant cette propriété et l’on appellera ap, 
le ni”? quotient incomplet égal 4 p; m est une fonction croissante 
de n. On pourrait aussi écrire le nombre incommensurable sous 
forme de fraction décimale et considérer les rangs successifs du 
plus petit de celui des chiffres 0, 1, 2,..., qui figure une infinité 
de fois. 

Hl est clair que, quelle que soit la fonction croissante d’en- 
tiers o(7), on peut construire effectivement un nombre incom- 
mensurable qui correspond a cette fonction. 

On peut, d’autre part, 4 tout nombre incommensurable faire 
correspondre un entier g, qui sera, par exemple, le plus petit des 
rangs du plus petit des nombres entiers qui figure parmi les quo- 
tients incomplets ou les chiffres décimaux. Parmi les nombres 
incommensurables auxquels correspond la fonction o(n), on peut 
en construire pour lesquels l’entier ¢ correspondant dépasse tout 
entier donné a l’avance. 

Supposons maintenant que nous considérions comme définic 
une suite transfinie de fonctions croissantes Oq(n), correspondant 
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aux divers nombres de seconde classe «. J’insiste encore sur le fait 
que cette hypothése est équivalente a l’hypothése que font tous 
ceux des mathématiciens qui considérent comme définie la suife 
(les a. Je ne renouyelle pas les réservés que j’ai faites sur ces 
« définitions ». 

A tout nombre incommensurable x, compris entre 0 et 1, nous 
avons fait correspondre une fonction croissante déterminée 9(7); 
soit 2 le plus petit nombre de seconde classe tel que p_(n) croisse 
plus vite que 9(7); nous ferons correspondre 4x le nombre a. 
Si nous posons, d’autre part, 


S(@) = 2(9); 


le nombre entier g étant défini comme nous I’avons dit plus haut, 
la fonction f(x) échappe a toute représentation analytique, bien 
quelle puisse étre calculée pour les nombres x dont le développe- 
ment en fraction continue ou en fraction décimale est asymptotique- 
ment connu. Mais la représentation analytique complete de f(x) 
exigerait la définition précise de toutes les fonctions 94(7) et nous 
savons que cette définition est impossible. 


Il. — L’ILLUSION DES « DEFINITIONS » ANALYTIQUES QUI FONT 
INTER\ENIR DES SERIES DONT LA CONVERGENCE N’EST PAS 
CONNUE AVEC PRECISION. 


Au sujet des définitions ou représentations analytiques, quelques 
remarques simples permettent de mettre en évidence Villusion 
qu il y a dans les définitions générales ou l’on fait intervenir des 
séries qui convergent sans qu’on ait aucun renseignement sur la 
nature de leur convergence. 

L’exemple le plus simple d'une telle série est une suite dont 
tous les éléments sont égaux ao ou a 1. Pour chaque valeur de n, 


on a, ou bien 
5 an= 0; 
ou bien 
an=l. 


Trois cas sont donc possibles, ou la suite @, a pour limite o, ou 
clle a pour limite 1, ou elle n’a pas de limite. Le probléme de 
savoir dans lequel de ces trois cas on se trouve dépend évidem- 


BOREL 2 
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ment de la maniére dont sont définis les a,. Il est plus ou moins 
difficile, plus ou moins compliqué, parfois aisé et parfois inso- 
luble. Mais on ne fait pas faire un pas ace probléme en rem- 
placant son énoncé en langage vulgaire, qui vient d’étre donné, par 
une formule analytique, aisée 4 donner de bien des maniéres. Si 


Pon pose 


2, =1+|ay—ay| +] a,.—a3|+...+| an-1— an], 


la suite des x, tend vers une limite finie ou vers—-90 suivant que 
la suite des a, a ou n’a pas une limite. Si donc on pose 


a I 
z= lim—, 
rn 
la valeur de x seraouun nombre fini ou o suivant que lasuite des Qn 
a ou n’a pas une limite. Il est facile de définir une fonction y(2) 
telle que y=1 six Ao et y=o si £0; la fonction y sera 
donc 1 ou 0, suivant que la suite des a, a une limite ou n’a pas 
de limite. La série 


VYray+(ada—ay)yt...+ (Qn—Qni)y+... 


est done convergente quelle que soit la suite donnée; sa somme 
est o si la suite des a, n’a pas de limite, 1 si cette suite a pour 
limite 0, et 2 si cette suite a pour limite 1. 

Si nous considérons maintenant une suite quelconque de nom- 


bres réels 
Vy 2X2, wor cg Try eeey 


il est facile de définir une fonction o(x) égale 20 ou At suivant 
que x est compris ou n’est pas compris dans un certain inter- 
valle ab. En prenant a, = o(2,) et utilisant les résultats précé- 
dents, en choisissant successivement pour a tous les interyalles 


. . 1 at os . 
de dimension ee lesquels on peut diviser l’intervalle = 0, 


+o et faisant augmenter p indéfiniment, on définira analytique- 
ment sans peine en fonction de 2,, %q,..., Lp,... un nombre x 
égal a la limite des a, dans le cas ott cette limite existe et égal, par 
exemple, au nombre imaginaire { lorsque cette limite n’existe pas. 
L’emploi d’une telle fonction permettrait de donner formellement 
une forme analytique a certaines détifitions, en apparence plus 
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compliquées, dans lesquelles on fait intervenir, parmi certaines 
séries, celles seulement qui convergent ('). 

Mais ces exemples simples, dans lesquels on disséque en quelque 
sorte le mode de construction effectif des expressions analytiques 
font bien voir ce qu’il y a d‘artificiel dans de telles expressions. 
La fonction y (x) qui est égale a1 pour z= 0 et Ao pour x40 
n’est pas, bien entendu, continue; une représentation analytique 
de cette fonction, non seulement n’apprend rien de plus que sa 
définition, mais apprend beaucoup moins; pour savoir quelle est 
Ja valeur de y, il faut savoir si x est égal a o ou est différent de o 
et, siz est donné comme limite d’une suite, il faut précisément 
faire une étude directe de cette suite. 


Ill. — Les NOMBRES INCOMMENSURABLES ET L'ILLUSION DU TRANSFINI. 


Revenons-en 4a Villusion du transfini. I] est aisé de donner des 
formules analytiques faisant connaitre les valeurs successives des 
entiers @,, @2,.-., Gm,.-. qui sont les quotients incomplets ou 
les chiffres décimaux d’un développement de z en fraction con- . 
tinue ou en fraction décimale. Ces formules sont d’ailleurs calcu- 
lables, lorsqu’cn sait qu’elles représentent des entiers. Mais toutes 
les questions asymptotiques qu’on peut se poser sur la suite 
des a, se raménent a des problémes réels dont la solution n’est 
pas avancée si on les traduit sous forme analytique. 

Je ne reyiendrai pas sur le paradoxe du transfini, sur lequel je 
me suis déja expliqué (7), mais il n’est pas superflu d’observer 
que, quels que soient les nombres transfinis %, qu’on aura définis 
au moyen de moins de 10000 mots, par exemple, on pourra 
définir un nombre z dont le développement introduit une fonc- 
tion croissante dépassant toutes les fonctions 9,(7); mais la con- 
sidération effective d’un tel nombre x est aussi compliquée que 
la considération de Ja fonction croissante correspondante; i y 
aura au moins autant de’ complication a définir le nombre 2, si on 


ae 
(‘) Voir par exemple la Note Sur l’existence des fonctions de classe quel- 
conque dans mon livre Lecons sur les fonctions de variable reelle. 
(27) Voir notamment la Note IV de mes Lecons sur la théorie des fonctions, 
2° édition. 
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lo définit par suite des a, quwil peut y en avoir a Vétudier, si, 
par impossible, on le définit par une équation transcendante, par 
exemple, et si lon arrive d’apreés cette définition 4 connaitre les 
proprictés asymptotiques des ay (ce qui est bien invraisemblable). 
De toute facon, il faudra pour calculer les valeurs de 9g(¢g) qui 
correspondent aux divers nombres 2 pour lesquels la croissance 
asymptotique n’est pas imférieure aA 2g(x) et est inférieure 
i 93,4(x), il faudra, dis-je, avoir poussé jusqu’a 3 4 la définition 
des nombres transfinis. Cela scra nécessaire aussi pour définir § 
au moyen de la suite ay, 2, .+-; @nm,---; U faudra une superpo- 
sition de passages a la limite de complication au moins §, c’est- 
i-dire une fonction de classe au moins § dans la classification de 
M. Baire. 

Le lecteur ne comparera pas sans intérét ces considérations 
avec celles par lesquelles M. Lebesgue est arrivé 4 «nommer» une 
fonction non définissable analytiquement (‘). Le procédé que 
jemploie me parait, a certains égards, préférable au sien; mais 
le sien présente certains avantages pour ceux qui ne partagent pas 
en tous points mes idées sur l’illusion du transfini. 


Les ensembles de mesure nulle (?). 


Un ensemble linéaire E est dit de mesure nulle (*) lorsque, 
étant donné un nombre arbitrairement petits, on peut enfermer 
tous les points de Edans des intervalles dont la somme est infé- 
rieure a@¢. Pour un ensemble a deux dimensions, la définition est 
la méme : il suffit d’y remplacer le mot tnéerevalles par le mot 
rectangles; on peut observer qu'il est équivalent de parler de 
carrés au lieu de rectangles; car, étant donné un rectangle, on 


(1) Journal de Mathématiques, 1905. 

(#) Cette Note est la reproduction d'une des conférences inaugurales de I’Ins- 
titut Rice, & Houston (Texas) (10-12 octobre 1912). Elle a para en anglais dans 
The Book of the opening of the Rice institute sous le titre Aggregates of zero 
measure et en francais dans le Bulletin de la Société mathématique de France 
(1913), 

(*) Dans mes Legons sur la théorie des fonctions, ov j’ai donné pour la pre- 
miére fois cette définition, j’emploie l’expression mesure zéro; depuis, l’expres- 


sion mesure nulle, employée, je crois, pour la pian fois par M. Lebesgue, 
a prévalu, 
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peut trouver un nombre fini de carrés dont Vaire totale différe 
aussi peu que l’on veut de l’aire du rectangle et tels que tout point 
intérieur au rectangle soit aussi intérieur a l’un de ces carrés. 
Il est préférable, dans certaines questions, de considérer des carrés 
au lieu de rectangles; on pourrait aussi remplacer les carrés par 
des cercles sans altérer la généralité de la définition. 

Les ensembles de mesure nulle jouent un réle trés important 
dans la théorie des fonctions de variables réelles et de variables 
complexes; il cst utile de pouvoir comparer entre cux les divers 
ensembles de mesure nulle; cette comparaison est facilitée par la 
notion d’ensemble régulier. Nous allons définir d’abord les 
ensembles réguliers et les points fondamentaux de ces ensembles; 
nous montrerons ensuite que tout ensemble régulier est équivalent 
aun autre ensemble régulier dont les points fondamentaux sont 
choisis d’une maniére particuliére, sont par exemple les points a 
coordonnées rationnelles; nous traiterons enfin de la classification 
des ensembles de mesure nulle ayant des points fondamentaux 
donnés, cette classification étant basée sur la décroissance asymip- 
totique des intervalles (ou carrés) d’exclusion. 


I. 


Un ensemble de mesure nulle est dit régulier lorsqu’il peut 
étre défini de la maniére suivante : 


Soient A,,Ao,...,An,-.. une infinite énumérable de points, 
dits points fondamentaux; a@ chaque nombre entier h fatsons 
correspondre une infinité de carrés C/, CY, ..., Ci, ... dont 


les aires forment une série convergente et tels que, le carré Ci” 
renferme a son intérieur Ci" et tende vers Ay lorsque h 
augmente indéfiniment. Soit E, l'ensemble des points inté- 
rieurs a Uun des carrés C!? (n=1, 2,..-); ensemble des 
points intérieurs a tous les Ey (h=1, 2,...) est un ensemble 
régulier (qui est éyidemment de mesure nulle). | 

Tout ensemble de mesure nulle fait partie d'un ensemble 
régulier. En d’autres termes, A étant un ensemble quelconque 
de mesure nulle, on peut définir un ensemble régulier E de mesure 
nulle tel que tout point de A appartienne a E. Pour démontrer cette 
proposition, donnons-nous une suite de nombres ¢,, 2,...,€n)+-> 
décroissant et tendant vers zéro, la série Le, étant supposée 
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convergente. L’ensemble A étant de mesure nulle, nous pouvons 
définir un ensemble A” de carrés (a cotés paralléles aux axes) 
dont la somme des aires est inférieure a e, et tels que tout point 
de A soit intérieur 4 l'un des carrés A”. Nous définirons d’abord 
les carrés A", puis les carrés A); s'il y a des portions de ces 
carrés A” qui sont extérieures 4 tous les carrés A“), nous pouvons 
les supprimer comme inutiles; ceci revient 4 dire que nous ne 
conservons que les portions des carrés A‘ qui sont intérieures 
a l'un des carrés A; pour procéder d’une maniére méthodique 
et définie d’une maniére précise, nous considérons le premier des 
carrés A‘, soit A‘!’, et nous opérerons successivement sur les 
portions des carrés successifs A‘) qui sont intérieures a-A‘'’; 
nous continuerons de la méme maniére avec A‘'’, en ayant soin 
toutefois de laisser de cété les portions déja considérées, etc. 
Chacune de ces opérations nous conduit a considérer des rec- 
tangles dont chacun peut étre remplacé par une infinité énumé- 
rable de carrés (un nombre fini dans des cas particuliers); il suffit, 
pour former ces carrés suivant une loi déterminée, de construire 
le proche en proche le plus grand carré possible intérieur au 
rectangle et dont le sommet le plus rapproché de Vorigine des 
coordonnées O coincide avec le sommet du rectangle le plus 
rapproché de O. Si parmi les carrés ainsi définis, il y en a qui ne 
renferment aucun point de ensemble A, nous les supprimerons. 
Nous pouvons supposer les carrés A‘'’ rangés par ordre de gran- 
deur décroissante (s'il y en a d’égaux, nous les rangerons d’aprés 
les valeurs relatives des abscisses de leurs centres et, si ces abscisses 
sont égales, d'aprés les valeurs de leurs ordonnées). Nous range- 
rons de méme les carrés A‘? (aprés les transformations indiquées), 
et ainsi de suite. 

Nous allons définir un ensemble de carrés B"’, qui comprendra 
tous les carrés A“) et en outre un certain nombre des carrés A‘? , 
A™,.,... De méme B®) comprendra tous les carrés A‘) et en 
outre un certain nombre des carrés A‘), .... Il est clair que la 
somme des carrés B” est inférieure a 


7 Manis ets oS hs 


Elle est finie quel que soit / et tend vers zéro lorsque h augmente 
indéfiniment; tous les carrés A faisant partie des B”’, tout point 
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de A est inférieur 4 l'un des carrés B”. Pour que l’ensemble E 
défini par les B™ soit régulier, il suffit que l’on puisse numéroter 
les BY”, BY, BY,..., BY, .:., de telle maniére que B+" soit 
inférieur 4 B'”. Qn arrive a ce résultat de la maniére suivante. 
Prenons d’abord ceux des carrés A‘'’, s’il en existe, dont l’aire est 
supérieure a ¢, (il n’en existe pas dont l’aire est supérieure a ¢,, 
puisque la somme de tous les A‘ est inférieure a ¢,; nous dési- 
gnerons ces carrés par B'"’, BY, ..., Bi. Prenons ensuite ceux 
des carrés A‘ dont l’aire est supérieure a ¢;; et désignons-les 
par B,t.,, Bit. .., Biv. Nous allons considérer maintenant les 
carrés A‘* d’aire supérieure a¢,; ils sont rangés dans un ordre 
déterminé, comme il a été dit; si le premier d’entre eux est inté- 
rieur a l’un des A‘'’ déja numérotés, _par exemple a B,'’, nous le 
désignerons par Bj’, sinon, nous le désignerons 4 la fois par By), 
et par B?.,; de méme, si le sécond des A? considérés est inté- 
rieur 4 lun des A‘') déja numérotés et distinct de B,!’, soit B;,’, 
nous le désignerons par B)?’; s'il n’est intérieur a aucun des A" 
(il ne peut pas étre intérieur a un A‘'’ non numérolé,; puisque son 
aire est supérieure a ¢, et que les A‘ non numérotés ont une aire 
inférieure a ¢3) ou s'il est intérieur précisément a Bj”) qui a déja 
été utilisé, nous le désignerons a la fois par Bi), et par By*,,, nous 
arriverons ainsi a définir un certain nombre de nouveaux carrés B'”’, 
soit By, Bot,, ..., Bz!’ et un certain nombre de carrés B’), qui 
comprennent tous les A, d’aire supérieure a ¢3. 

Considérons maintenant. les carrés A‘" d’aire supérieure a ¢,; 
nous les désignons par B,',,, Bjt,,,..., B)!, nous procéderons 
de la méme maniére que précédemment pour les A‘ dont l’aire 
est supérieure 4 ¢,, et nous passerons ensuite aux A‘? dont laire 
est supérieure a ¢,; ceux d’entre eux qui sont intérieurs a 
des B” déja numérotés prendront les mémes numéros (chaque 
numéro n’étant donné, bien entendu, qu'une seule fois); les 
autres seront désignés 4 la fois par B;'’, BY’, B,. On continuera 
indéfiniment de la méme manieére; les ¢, tendent vers zéro lorsque k 
augmente indéfiniment, et chaque opération ne portant que sur 
un nombre fini de carrés, tout carré appartenant a AM figurera 
dans B” avec un rang déterminé. De plus, il est évident que Ba 
tend vers zéro, quel que soit q lorsque hf croit indéfiniment. 
Il ne pourra pas arriver que certaines suites B)’, B/?’, ..., By” 


24 ae CHAPITRE 1. 


‘fa ae Zt ee aan 
s'arrétent, car cela youdrait dire qu’aucun des carrés AY) nest 


intérieur a BY”, c’est-i-dire que By ne re enfermerait aucun point — 


de ensemble A, contrairement a nos hypothéses. Les ensembles 
de carrés B” deinissemt donc bien un ensemble régulier E, qui 
comprend tous les points de A. Notre théoréme est établi. 

On peut observer que dans la définition de l’ensemble régulier E 
il y a certaines suites Bj” RB ede ..., dont un certain nombre de 
premiers termes sont des ahes qui coincident entre eux; ce n’est 
pas 1a une difficulté; on peut néanmoins, si l’on veut, éviter cette 
singularité en modifiant un peu les définitions des premiers B, 
d’une telle série; si B/’, B?, B?‘ par exemple coincident, on rem- 
placera BY par (1 +-¢2) B et Bi par (1+ £4) (1 + 2) By’ (nous 
désienéns par «C un carré Phe atotueuqne au carré C par rapport a 
son centre, avec le rapport d’homothétie «). Ces opérations ont 
pour résultat de multiplier l’étendue totale des carrés B™ par un 


facteur inférieur au produit infini convergent I(1 + ¢,). 


On peut observer que l'ensemble régulier E que nous avons. 


défini n’est pas nécessairement le plus simple possible. des 
ensembles réguliers de mesure nulle qui renferment A, mais il 
importe peu que la démonstration donne de plus simple; l’essen- 
tiel est de prouver qu'il en existe un; il est alors possible de 
considérer, sans contradiction, l’ensemble de tous les ensembles 
réguliers de mesure nulle qui contiennent A et l’on peut choisir, 
dans cet ensemble, sinon le plus simple (qui peut ne pas exister, 
de méme qu'il n’existe pas de plus petit nombre rationnel supé- 


rieur a V2), du moins un ensemble E dont la simplicité est aussi 
voisine que l’on veut de la simplicité la plus grande possible. 
Nous nous occuperons spécialement désormais des ensembles 
réguliers; un tel ensemble est défini par des points fondamen- 
taux A, limites des BY” lorsque h augmente indéfiniment et par 
les grandeurs des carrés eels Bi” attachés a A, ('). 
L’ensemble dérivé des points fondamentaux A, est un ensemble 
fermé A‘; dans le cas général, cet ensemble A’ se compose d’un 
ensemble parfait et d’un ensemble réductible; les intervalles 


(‘) IL semble qu’il y aurait lieu de considérer aussi les positions relatives de A, 
dans ces carrés; sane on peut s’arranger, en modifiant légérement les définitions 
pour que tout BY” ait pour centre le point A, 
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dexclusion qui correspondent aux points de l’ensemble réduc- 
tible n’ont en commun que les points de cet ensemble réductible 

jui-méme; leur étude ne donne donc rien de nouveau; la partie 
vraiment intéressante de l’ensemble régulier de mesure nulle est 
celle qui est attachée aux points de A’ qui forment un ensemble 
parfait; plusieurs cas seraient 4 distinguer suivant la nature de 
cet ensemble parfait; nous nous bornerons a considérer le cas ot 
l'ensemble A’ comprend tous les points d’une certaine aire, de 
forme simple, les points A, sont alors denses dans cette aire (‘); 
tous les cas oa l’aire est d’un seul tenant et 4 connexion simple 
se raménent par la représentation conforme au cas de l’aire limitée 
par un cercle. Nous allons montrer que, si l’on a deux systémes 
différents de points A, et B, denses a l’intérieur de cercles egaux, 
et denses aussi sur les circonférences de ces cercles (7), on peut 
établir entre ces points une correspondance continue biunivogue 
et réciproque, les rapports entre la distance de deux points quel- 
conques A,, A, et la distance des points correspondants B,, B, étant 
compris entre deux limites aussi. rapprochées que l’on veut dé 
Punité. Il résultera de cette proposition que nous pouvons, sans 
diminuer la généralité, supposer. que les points fondamentaux 
d’un ensemble de mesure nulle, lorsque ces points sont denses 
dans un domaine, coincident avec un ensemble déterminé dense 
dans ce domaine, par exemple avec les points de coordonnées 


rationnelles, 
Il. 


La proposition que nous avons en vue peut s’énoncer sous la 
forme suivante : 


Sotent deux cercles égauxr Cet C', et deux ensembles énume- 


(+) Nous laissons ainsi de cété les ensembles de mesure nulle que l’on pourrait 
obtenir en supposant que A’ est un ensemble parfait linéaire, ou bien un ensemble 
parfait qui, sans étre linéaire, me contient aucune aire. Par exemple on peut 
exclure certaines aires fixes autour des points a coordonnées rationnelles et 
prendre pour A, les points ‘a coordonnées algébriques qui ne font pas partie dcs 
aires exclues; on peut aussi échafauder en quelque sorte plusieurs constructions 
analogues, ou méme une infinité énumérable quelconqué de constructions super- 
posées; on obtient ainsi des domaines fort eompliqués au point de yue de I’Ana- 
lysis situs. 

(7) Le cas of ni l’un ni I’autre ensemble n’aurait'de points sur les circonfé- 
rences se traiterait de la méme maniére. 


a = a oe 
\= “<a “> 
~- a Toren! 
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rables A et Bdont le premier est dense dans C et sur la circon- 
férence C, le second étant dense dans C’ et sur la circonfé- 
rence C'; on peut, étant donné un nombre arbitrairement 
petit ¢, numéroter les points de A et les points de B, de telle 
maniére qu’a un point du contour corresponde un point du 
contour et He l’on att, quats gue sotent petq, 
I—ec —— B,B, f Gat. 

On dira que tes deux ensembles sont semblables a ¢ pres. 

Pour démontrer ce théoréme, nous supposerons que les points 
des ensembles sont provisoirement rangés dans un ordre déter- 
miné et nous opérerons successivement sur le premier point de A, 
puis sur le premier point de B, puis sur le second point de A, 
puis sur le second point de B, etc.; de cette maniére, nous ne 
laisserons échapper aucun des points appartenant a l’un des deux 
ensembles ; 4 chaque point- nouveau que nous considérerons dans 
Yun des ensembles, nous ferons correspondre un point déterminé 
de l’autre ensemble; lorsque le tour de ce nouveau point viendrait, 
il sera omis. 

Nous admettrons que tes centres des cerclés C et C’ ne font pas 
partie des ensembles A et B (rien ne serait changé s’ils en faisaient 
partie tous deux; on les feratt se correspondre; si ]’un d’eux en 
faisait partie et non pas l'autre, on ferait une représentation con- 
forme trés voisine de la transformation identique et transformant 
Pun des cercles en un cercle égal dont le centre correspond au 
centre de l’autre cercle). Nous pouvons alors raisonner sur les 
deux cercles en les considérant comme superposés, mais cepen- 
dant distincts. Il est possible de choisir deux axes rectangu- 
laires Ox et Oy tels que les diamétres paralléles aux axes ne 
renferment pas de points A ni B et que toute paralléle aux axes 
renferme au plus un point A et au plus un point B (car ensemble 
des directions des droites qui joignent le centre aux points A et aux 
points B,-ou qui joignent les points A entre eux, ou les points B 
entre eux, ou qui sont perpendiculaires aux directions précédentes, 
est un ensemble énumérable). Nous nous donnerons une suite 
illimitée de nombres positifs 6;-Es, 45 «ches ebels que l’on ait 


I—e< O(1— €,), (ite,)<<i+e. 
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Le cercle C se trouve partagé par les diamétres paralléles aux 
axes en quatre régions égales que nous appellerons provisoire- 
ment régions 1, 2, 3, 4; le cercle C est partagé en régions homo- 
Jogues que nous désignons de la méme maniére. 

Soit A, le premier point considéré de A; il est situé, par 
exemple, dans la région 3; il est intérieur a cette région, 4 moins 
qu'il ne soit sur la circonférence, cas que nous réservons pour un 
instant (puisqu’il ne peut pas étre sur les diamétres); nous désigne- 
rons par A‘ le point de la région 3 de C! qui coincide avec A, lorsque 
lon transporte C’ sur C par une translation; si A’, appartient a B 
nous le désignerons par B,, mais il n’en sera pas ainsi.en général. 
Nous définirons alors un carré de centre Aj et tel que le rapport 
dela plus grande a la plus petite des plus courtes distances d’un 
point du carré au contour de la région 3 soit inférieur a 1+ ¢&. 
Cette plus courte distance est paralléle a l'un des axes pour les 
portions rectilignes du contour et coincide avec le rayon pour la 
portion curviligne; elle n’est pas nulle pour A‘ d’aprés nos hypo- 
théses; la construction du carré est donc toujours possible; nous 
choisirons B, arbitrairement a l’intérieur de ce carré (si l’on veut 
éyiter d’ayoir a faire un choix arbitraire entre une infinité énumé- 
rable de points, on prendra celui dont le rang est le moins élevé 
dans le classement provisoire); ce point B, étant choisi, nous 
ménerons par A, et B, des paralléles aux axes; ces paralléles 
jointes aux diamétres déja tracés diviseront chacun des cercles en 
régions (au nombre de g) qui se correspondront deux a deux; 
certaines de ces régions (en fait, une, en ce cas) sont des rec- 
tangles; les autres sont des quadrilatéres ou des triangles dont 
certains cOtés sont des paralléles aux axes, l’un des cétés étant un 
arc de cercle. Si nous convenons d’appeler en tout cas dimensions 
d'une région les dimensions de ses cétés rectilignes, il résulte de 
la construction faite que les rapports entre les dimensions homo- 
logues de deux régions correspondantes sont compris entre 1 + e, 
et 1—e¢,(‘). Dans le cas, que nous avions réservé, ou A, est sur 
la circonférence, on choisira aussi B, sur la circonférence, de telle 


I 


(') On a, en effet, eee >1i1—z, et, d’aprés notre construction, les rapports 
rg 


. 


des dimensions homologues sont compris entre 1+ ¢, et ae 
I 
1 
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maniére que la méme condition soit vérifiée relativement aux 
régions; cela est toujours possible. 

Passons maintenant au second point B, (que nous preabe dans 
le second ensemble); nous lui ferons correspondre un point A, 
situé dans la région homologue et choisi de telle maniére que les 
nouvelles régions obtenues en menant les paralléles aux axes par 
A, et B, soient telles que le rapport des dimensions de leurs cétés 
homologues soit compris entre (1-+ €,) (1 + 9) et (1 — £4) (1— £2); 
cette condition conduit 4 assigner au point A, une certaine 
aire intérieure a la région; on choisit A, dans cette aire, soil 
arbitrairement, soit suivant une loi déterminée comme il a été 
expliqué pour B, en ayant soin de prendre A, sur la circonférenceC 
si B, est sur la circonférence C’; on continuera de la méme manieére, 
en prenant alternativement un point dans A et dans Bet lui faisant 
correspondre un point de l’autre ensemble; aprés n opérations, on 
aura des régions, en nombre au plus égal a (n-+ 2)? et telles que 
le rapport de deux dimensions homologues de deux régions qui se 
correspondent soit toujours compris entre 

(1—e,) ([—€,)...(1— en) 
et 
(1+) (1+ €))...(1+€p), 


c’est-a-dire a—fortiorit entre 1 —<¢ et 1-+e. Sil’on continue ainsi 
indéfiniment, tout point de A et tout point de B sera numéroté, 
aprés un nombre fini d’opérations, et aura méme un rang au plus 
égal au double de son rang dans le classement provisoire; le classe- 
ment satisfait bien aux conditions requises, car, si l’on considére 
deux points quelconques A,, Ay et les points correspondants Bp, 
B,, lorsque la division par région aura été poussée assez loin (c’est-_ 
a-dire aprés un nombre d’opérations égal au plus grand des nom- 
bres p et q, la différence des abscisses x, et xg de Ap et Ay est 
égale 4 la somme des cdtés reccilignes de certaines régions, et la 
différence des abscisses «/,, x', de B, et de By est égale a lasomme 
des cdtés rectilignes de régions correspondantes; on a donc 


Y U 
‘ Fy— 2 
(3) Rh 


et de méme 
/ 
(2) I—e<m Sr Iq 
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Pow Vou déduit immédiatement 


V(z,— ry elas Cop =—IK oe)" 


I—e< SS nl 
V(2p— xq)2+ (¥p—Iq)" 


<1-F €, 


' 


ce qui est l’énoncé de notre théoréme. On démontrerait de méme 
la proposition analogue relative aux angles « et 8 que font avec 
Vaxe Ox les droites A, A, et B,B,; ona 


/ 

BO see 

tang B= 2P— 7 
P ig. 


et les équations (1) et (2) donnent immédiatement 


I--£ Sie yee 
I+e ~ tangp 


e 
i—< 


Supposons les angles « et 8 positifs; ils sont trés voisins l’un de 
autre et, par suite, cot$ + tanga est supérieur ou égal 4 2; onen 
conclut, en négligeant <?, 


tanga 
tan ' 1 | tanga 
|=—B| <|tang(2— )| = |—PPSP __| << Z| ERE a | ce. 
+ tangs F, 
tang B 


Les propriétés de la correspondance que nous avons établie 
entre les deux ensembles dénombrables A et B, denses dans les 
cercles égaux C et C’, mériteraient d’étre étudiées d’une maniére 
approfondie; voici quelques remarques qui pourront étre utiles 
dans cette étude. On doit observer d’abord qu’a toute suite par- 
tielle A,,, A,,,... tendant vers un point limite P correspond une 
suite partielle B,, B,,,... tendant vers un point limite P’; la 
correspondance entre P et P’ est bien définie, c’est-a-dire indé- 
pendante de la suite partielle choisie; nous avons donc une corres- 
pondance biuniyoque entre les points de C et les points de C’. 

Convenons d'appeler droites de discontinuité les paralléles aux 
axes menées par les points de |’ensemble; & tout point M non situé 
sur une droite de discontinuité correspond un point homologue M’ 
et la transformation de la région voisine de M en la région yoisine 
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de M’ peut s’écrire sous la forme g 

a'=(h+7 )2, 

V=ltk+n')y; 

x, y étant les coordonnées relatives 4 M; 2’, y' les coordonnécs 
relatives 4 M’; A, & des constantes comprises entre 1— ¢ el 1+ €; 
n etn! des fonotions de x et de y qui tendent vers zéro lorsque 
xv?-+ y? tend vers zéro. Les constantes h et k sont les deux rap- 
ports de similitade (parallélement aux deux axes) des voisinages 
de M‘ et de M. Si les points M’ et M sont situés sur une ligne de 
discontinuité, le rapport de similitude dans la direction perpendi- 
culaire a cette ligne n’a pas la méme valeur des deux cétés de la 
ligne; en-un point M intersection de deux lignes de discontinuité 
il y a quatre valeurs pour chaque rapport de similitude, correspon- 
dant respectivement aux yariations positives et négatives des deux 
coordonnées. Le rapport de similitude h est ainsi défini dans tout C; 
c’est une fonction discontinue sur les lignes de discontinuité, mais 
continue en tout point non situé sur ces lignes. 

Si lon ne sait rien sur le numérotage provisoire des ensembles 
A et B, on peut dire seulement ceci sur la relation entre ce numé- 
rotage provisoire et le numérotage définitif. Le numéro définitif 7 
est au plus égal au double du numéro provisoire p; car tout point 
numéroté provisoirement A, ou B, est choisi aprés au plus 2 p opé- 
rations; mais on ne peut donner aucune limite supérieure de p en 
fonction de n. 

Il est possible de donner une telle:limite, si l’on a eu soin de 
choisir le numérotage provisoire parmi ceux qui sont sensiblement 
homogénes; voici ce que nous entendrons par 1a. Par définition, 
placer un nombre trés grand p de points d'une maniére homogéne 
dans un cercle C, c’est construire un quadrillage formé de carrés 
et dont p sommets sont intérieurs aC; si, est le cdté du qua- 
drillage, dans tout carré de coté a, il y aura un point, et dans tout 
carré de coté da, il y en aura exactement /?, si 7 est un nombre 
entier, et approximativement /? sid n’est pas entier. Posons bass ih 
et considérons } comme fixe et p comme variable; pour chaque 
valeur de p nous pouvons ainsi calculer le nombre approximatif 
des points qui sont intérieurs au carré de coté 4; ce nombre est évi- 


: . . pr E 
demment asymptotiquement égal a —o rétantle rayon du cercle C. 


“Cres 
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On dira que la répartition des points de l’ensemble dénombrable 
Ay As,..., Ap, ... est asymptotiquement homogéne, si, quel que 
soit le carré de cdté A, le nombre ), des points d’indice inférieur 
a p compris a l’intérieur de ce carré a cette méme valeur asympto- 


: 2 : < : : 
tne 3 lorsque p augmente indéfiniment, c’est-a-dire si le rap- 


rh» : 1X 
port — entre le nombre A, et la valeur asymptotique eas tend 


ph? 
vers l’unité lorsque p augmente indéfiniment, et nous dirons que la 
répartition est sensiblement homogéne si ce rapport reste compris 
entre des nombres fixes a et B(2<1< 8), indépendants de P et 
de la position du carré de cété i. 

Dans la définition précédente de la répartition homogéne nous 
n’avons tenu aucun compte des points situés sur le contour; si le 
contour est un carré de cété a, le nombre maximum de points situés 


~ . PME 
sur le contour pour un quadrillage de cété = est 4 n, le nombre 


total des points étant n?. D’une maniére générale,le nombre des 
points du contour sera dit normal s’il est de l’ordre de grandeur de 
la racine carrée du nombre total des points. Il faut observer que 
cette appellation de normal se référe 4 Vhypothése qu’il y a, des® 
points sur le contour; si les points étaient placés au hasard, on 
devrait admettre que, dans le cas général, il n’y a aucun point 
sur le contour; cette hypothése est d’ailleurs la plus simple. Mais, 
sil y a des points sur le contour, c’est qu'il existe une certaine rela- 
tion entre la maniére dont est donné le contour et la maniére dont 
sont choisis les points; il est alors naturel de supposer que la proba- 
bilité pour qu’un point tombe sur un arc de longueur égale al’unité 
est dans un rapport fini avec la probabilité pour que ce point tombe 
dans une aire égale 4 l’unité; cette hypothése est vérifiée, par 
exemple, si le contour est un cercle et si les points de l’ensemble 
sont les points 4 coordonnées rationnelles; on pourrait imaginer 
d’autres hypothéses, en relation avec des problemes de la théorie 
des nombres. 

Nous devons donc, dans le cas ov il y a des points sur le con- 
tour, ajouter a l’hypothése que la répartition est sensiblement 
homogéne a l’intérieur, l’hypothése que la répartition est sensible- 
ment homogéne sur le contour. 

Dans bien des questions, la définition précédente de la réparti- 
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tion sensiblement homogéne est insuffisante; il faut ajouter une 
condition, que l’on peut appeler condition d’homogénéité inérin- 
ségue, parce qu’elle fait intervenir les positions relatives des points 
de ensemble. Si ’on considére les sommets d’un quadrillage, que 
nous prenons comme type de l’homogénéité (il en serait de méme 
pour un réseau de triangles équilatéraux ), la plus petite distance 
de deux sommets est proportionnelle a l’inverse de la racine carrée 
du nombre total des points; nous dirons gu’un ensemble a deux 
dimensions est intrinsequement homogeéne si la plus petite dis- 
tance entre deux points dunt les rangs sont inférieurs a p est de 


Vordre de grandeur (') de 7 L’homogénéité de répartition et 
He: 


Vhomogénéité intrinséque sont deux notions distinctes ; l’homogé- 
néité de répartition est une condition nécessaire (non suffisante) 
de ’homogénéité intrinséque. 

Etant donné un ensemble énumérable dense dans un cercle (ou 
dans un carré), il est toujours possible de le numéroter de maniére 
d vérifier les conditions d’homogénéité; un des moyens les plus 
simples d’y parvenir consiste, aprés avoir numéroté un certain 
pombre de points, 4 tracer un quadrillage assez fin pour com- 
prendre a lintérieur du cercle un peu plus de carrés qu’il n’y a de 
points numérotés, et pour que chaque carré (”) renferme au plus 
un point numérote; il y a alors certains carrés qui ne renferment pas 
de points numérotés ; on numérotera dans chacun de ces carrés un 
point de l’ensemble, en le choisissant & ’intérieur d’un carré con- 
centrique de dimensions deux fois plus petites et prenant le point 
d’indice le moins élevé dans le numérotage provisoire (ceci afin 
d’étre sar de n’oublier aucun point). ‘Tout numérotage qui satisfait 
aux deux conditions d’homogénéité sera dit normal. Il est aisé de 
se rendre compte que les procédés de numérotage habituellement 
indiqués pour les ensembles dénombrables usuels (nombres ration- 


nels, quadratiques, algébriques) conduisent 4 des numérotages 
normaux. ‘ 


(*) Une condition analague doit étre vérifiée pour la plus courte distance-a la 
frontiére des points trés voisins de cette frontiére et non situés sur elle. 

(?) Pour que ceci soit possible, il faut qu’il n’y ait pas, parmi les points numé- 
rotés, des couples trop voisins; s'il en était ainsi, on devrait laisser de coté un 
point de chacan de ces couples pour le reprendre ultérieurement. 
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Lorsque les deux ensembles denses dans C et C’ sont numérotés 
normalement, il est possible de s’arranger de maniére que la cor- 
respondance biunivoque établie entre leurs éléments soit elle-méme 
normale, c’est-a-dire qu'il existe entre le rang provisoire p et le 
rang définitif n des inégalités de la forme 


pr<cn < pb, 


les exposants x et 8 étant des nombres finis qui ne dépendent que 
du nombre de dimensions de |’ensemble considéré et du choix de 
la série convergente Ze, dont ona fait usage. (Pour que l’on puisse 
étre assuré que a et 8 soient finis, il faut qu’il existe un nombre 
fini / tel que lim n*e, = 0.) 

On peut supposer que l’ensemble A se subdivise en deux ensem- 
bles, tous deux partout denses A’ et A”, et que B se subdivise de 
méme en deux ensembles pfartout denses B’ et B’; il est alors aisé 
de prouver que la correspondance peut étre établie de maniére que 
les points de A’ correspondent aux points de B’ et les points de A” 
aux points de B’; il ne suffirait pas, bien entendu, pour cela, d’ap- 
pliquer le théoréme général, d’abord a A’ et B’, puis a A” et B’, car 
la correspondance entre les points P et P’ intérieurs aC et C’, 
ainsi établie, ne serait généralement pas la méme pour les deux 
correspondances. On étendrait aisément ceci au cas ou A renferme 
une infinité énumérable de parties aliquotes partout denses, et ou 
il en est de méme de B. On peut établir, par exemple, une corres- 
pondance biunivoque et continue entre les nombres rationnels 
intérieurs a un intervalle et les nombres algébriques intérieurs 4 un 
intervalle égal, de telle maniére qu’aux nombres rationnels dont le 
dénominateur renferme h facteurs premiers distincts et h seule- 
ment correspondent les nombres algébriques qui vérifient une équa- 
tion irréductible de degré A (pour h=1 ce’sont les nombres 
rationnels; si l’on youlait considérer seulement les nombres algé- 
briques non rationnels, on dirait équation irréductble de degré 
h-+1). 

Ill. 

Considérons maintenant deux ensembles réguliers de mesure 
nulle, dont les points fondamentaux sont précisément les points des 
ensembles énumérables A et B intérieurs aux cercles C et C’. Si 
nous supposons que les carrés d’exclusion attachés aux points fon- 


BOREL 3 


sete ee er ae 
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damentaux correspondants ont pour cétés des droites qui se corres- 
pondent, il est évident que les deux ensembles se correspondront 
point par point dans la correspondance biunivoque que nous avons 
établie entre les points P intérieurs 4 C et les points P’ intérieurs 
a C’. En d’autres termes, étant donné un ensemble régulier de 
mesure nulle dont les points fondamentaux B sont denses dans 
C’, on peut définir un ensemble régulier de mesure nulle dont 
les points fondamentaux sont les points d’un ensemble déter- 
miné A dense dans C, de telle maniére que les deux ensembles 
se correspondent d’une maniére biunivogue et continue (le rap- 
port de similitude étant compris entre 1 — ¢ et 1+- eis 

Donc, pour étudier les ensembles réguliers de mesure nulle dont 
les points fondamentaux sont denses dans un domaine, on peut, 
sans restreindre la généralité, supposer que ces points fondamen- 
taux sont, par exemple, les points 4 coordonnées rationnelles, 
étude en est alors facilitée par l’emploi des propriétés des fractions 
continues. En particulier, il est trés facile de démontrer cette pro- 
position importante : Tout ensemble régulier de mesure nulle 
dont les points fondamentdux sont denses dans un domaine 
ala puissance du continu. En d’autres termes, sil’on dispose 
arbitrairement de la décroissance des carrés d’exclusion autour des 
points fondamentaux, il n’est pas possible de rendre cette décrois- - 
sance:assez rapide pour que les points fondamentaux soient les 
seuls points de l’ensemble. Plagons-nous, pour simplifier, dans le 
cas d’une seule dimension; la démonstration est au fond la méme 
quel que soit le nombre de dimensions. Soient A“? les intervalles 
d’exclusion attachés aux points Ay. Pour chaque valeur de A on 
peut définir une fonction positive croissante 9,(7) telle que l’on 
ait 

I 
Ga( nr) 


mesure (A‘/)) > 


D’autre part, étant donnée une suite énumérable de fonctions 
croissantes 9,4(7), il est possible, d’aprés un théoréme bien connu 
de Paul du Bois-Reymond, de construire une fonction 9(r) crois- 
sant plus rapidement que chacune de ces fonctions o,(n). Cette 
fonction 9(n) étant connue, la théorie des fractions continues per- 
met de définir une infinité de nombres irrationnels z (infinité ayant 
la puissance du continu) tels qu’il existe pour chacun d’eux une 
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infinité énumérable de relations de la forme 


m 
Ca 


m et n étant des entiers. Un tel nombre x appartient, quel que 
soit hk, 4 au moins l’un des intervalles A’; il fait done partie de 
Yensemble défini par les points A, et ces intervalles d’exclusion. 
Pour définir les nombres x et prouver que leur ensemble a la puis- 
sance du continu, il suffit de considérer une fraction continue dans 
laquelle les quotients incomplets ont une croissance trés rapide ; 
si l’on pose 
Pr+1=AnPpt+ Prt Pa-i, 


Qnti = AnQat Qn+ Qn-1; 


, 


on admettra que l’on a 
an ee g(Qn), 


la fonction 9(n) étant la fonction que nous venons de définir, on 
a bien, d’aprés les propriétés des réduites, 
ee 
s=—- — 


Qn 


ar. 
Qn+i On 


[ 


I 
- Qn Qn+i a 2(Qn) 


Or, lensemble des systemes de nombres entiers a,, qui véri- 
fient les relations a, >29(Qn), a évidemment la puissance du 
continu ('). 

Si Von youlait avoir des intervalles d’exclusion assez rapide- 
ment décroissants pour que l’ensemble défini par ces intervalles se 
compose des seuls points fondamentaux, il faudrait que l’ensemble 
des fonctions 9,(n) renferme des fonctions a croissance plus ra- 
pide que celle de toute fonction donnée d’avance 9(n). Cela n’est 
pas possible, d’aprés le théoréme de Paul du Bois-Reymond, si les 
indices A sont énumérables; il faudrait donc attacher a chaque 
point fondamental une infinité transfinie d’intervalles d’exclusion, 
les fonctions 9,(/) correspondantes (a désignant un nombre trans- 
fini) étant telles que toute fonction croissante 2(n) soit dépassée 


(') Chacun des a, peut étre pair ou impair: l’ensemble des z comprend donc 
un ensemble de méme puissance que |’ensemble des nombres tels que 0, 1010110... 
éerits dans le systéme de numération binaire. 
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par l'une d’elles. On sort ainsi du domaine des définitions expri- 
mables au moyen d’un nombre fini de mots. 


Pour classer les ensembles réguliers de mesure nulle, il vaut 


mieux considérer, au lieu des fonctions 9, (7) que nous avons défi- 
nies, d’autres fonctions (,(7) définies par les relations 


eRe ee 
poet eoetary 


; 


La convergence des séries formées par les intervalles d’exclusion 
de rang A entraine le fait que les fonctions },(7) croissent indé- 
finiment avec n. D’aprés le théoréme de Paul du Bois-Reymond, il 
existe une fonction |(m) croissant moins vite que chacune d’elles 
et tendant cependant vers + 0 en méme temps que n. On a, quel 
que soit A, pour 7 assez grand, 


(h) I 
S| mesure AS <a Tiny’ 


pan 


c’est-a-dire que les diverses séries formées par les intervalles d’ex- 
clusion convergent toutes plus rapidement que la série 


Dienst 


Plus la croissance de &(n) est rapide, moins Vensembie de 


mesure nulle renferme de points, car les intervalles d’exclusion 
décroissent alors plus rapidement. I] est naturel de prendre la fonc- 
tion ¢(r) comme définissant ce que l’on peut appeler |’ordre 
asymptotique de l’ensemble régulier de mesure nulle. On pourra 
noter ces ordres au moyen des notations employées pour les ordres 
d’infinitude; 4(n)=n?P sera dit d’ordre p, Y(n)=e” sera 
d’ordre w; e® d’ordre w?, etc. Ce sont les ensembles d’ordre w? 
qui interviennent dans la définition des fonctions monogénes non 
analytiques. 


Ve 


Il n’est peut-étre pas inutile d’insister un peu sur les conclusions 


générales qui se dégagent de cette étude rapide des ensembles de 
mesure nulle, | 
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Les ensembles de mesure nulle jouent un réle fondamental dans 
la théorie des fonctions; il est, en effet, toujours possible d’enfer- 
mer les singularités des fonctions bornées dans des ensembles qui 
sont, soit de mesure nulle, soit de mesure aussi petite que l’on 
yeut. D’autre part, les ensembles qui ne sont pas de mesure nulle 
sont formés d’une matiére simple, avec des ensembles continus 
positifs ou négatifs; ils sont hétérogénes au continu; les ensembles 
de mesure nulle peuvent étre, au contraire, sensiblement homo- 
gémes au continu, c’est-a-dire identiques a eux-mémes dans des 
intervalles aussi petits que l’on veut. Pour ces diverses raisons, la 
notion d’ensemble de mesure nulle est primordiale; mais c’est en 
méme temps une notion si générale que l’on ne peut espérer appro- 
fondir réellement l’étude des propriétés des fonctions qu’en étu- 
diant de plus prés cette notion générale, c’est-a-dire en ne confon- 
dant pas entre eux tous les ensembles de mesure nulle. La 
classification basée sur la décroissance asymptotique des intervalles 
d’exclusion me parait étre un premier pas dans cette étude qui 
s'impvse aux analystes. Il en est d’ailleurs évidemment dans cette 
question comme dans toutes celles od intervientla notion générale 
de croissance (comme, par exemple, dans la théorie de la conver- 
gence des séries 4 termes positifs); il se présente des difficultés 
transfinies que l’on ne peut espérer surmonter entiérement; mais, 
d’autre part, les problémes qui se présentent réellement sont géné- 
ralement, sinon toujours, indépendants de ces difficultés (c’est 
ainsi que les critéres usuels de convergence des séries a terres 
positifs, quoique théoriquement trés particuliers, sont pratique- 
ment suffisants pour traiter les séries qui se présentent dans toutes 
les recherches analytiques). On peut légitimement espérer qu'il 
en sera de méme dans la classification des ensembles de mesure 
nulle; théoriquement, la complexité de cette classification dépasse 
celle de l’étude des séries a termes positifs, étude qui ne sera 
jamais acheyée; pratiquement, un nombre relativement restreint 
de classes simples suffira pour les besoins effectifs de analyse. 

En terminant, j’attire l’attention sur une conséquence remar- 
quable du théoréme sur la correspondance entre deux ensembles 
dénombrables partout denses. I] peut sembler naturel, si lon passe 
du fini al’infini dénombrable, de supposer.que les positions d’équi- 
libre des centres de gravité des molécules d’un corps solide for- 
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ment un ensemble dénombrable dense; mais, a priori, 11 aurait 


pu sembler que c’était une hypothése absolument arbitraire que de 


les supposer coincider avec les points 4 coordonnées rationnelles; 
cette définition arithmétique simple semblait n’avoir rien a faire 
avec la conception physique. En fait, elle n’est évidemment pas 
nécessaire, mais elle est aussi générale que toute autre : le point 
important est qu’elle vérifie, comme nous l’avons constaté, les con- 
ditions d’homogénéité de répartition et d homogénéité intrinséque. 
Les considérations arithmétiques sur l’approximation des nombres 
par les nombres rationnels sont ainsi l'image des propriétés géné- 
rales des ensembles denses. 


Sur la classification des ensembles de mesure nulle ('). 


Jai indiqué, en 1911 et 1912, dans deux Notes des Comptes 
rendus (?), les principes sur lesquels me parait devoir reposer la 
classification et l'étude systématique des ensembles de mesure 
nulle. Quelques-unes des conséquences de ces principes ont été 
développées dans une Conférence, faite en octobre 1912, a Vinau- 
guration de l'Institut Rice 4 Houston (*#); je me propose aujour- 
d’hui d’utiliser les propriétés élémentaires des fractions décimales 
pour étudier et classer certains ensembles de mesure nulle, et de 
montrer comment les résultats ainsi obtenus, en apparence trés 
particuliers, s’appliquent, en fait, a des cas trés généraux. 


I. — Les ENSEMBLES DECIMAUX DE L’ESPECE (A). 


Nous désignerons par n un entier positif quelconque et par A(7), 
ou plus briévement par i, un entier positif fonction de n; nous 


supposerons que cette fonction n’est pas décroissante, c’est-a-dire 
que ona 


(1) A(m+1)2A(n). 


(*) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XLVI, 1919, p. I. 

(7) Comptes rendus, t. 162, p. 579, et t. 164; p. 568. 

(*) Aggregates of zero measure apud The Book of the Opening of the Rice 
Institute, t. 1 (Houston, Texas). Le texte francais a paru dans le Bulletin de la 
Société mathématique, 1913, sous le titre ; Les ensembles de mesure nulle. 
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Nous dirons que la fonction ) appartient au type décimal con- 
vergent si la série 
(2) 


. I 
fed (Ain 


est convergente 
A chaque type de série convergente, telle que 


2 I 
(3) = (2>0), 


(4) di 2(lognyi+e (a>0), 
(5) 33 : (a>0), 


ami riogn(log logn)'+ 


on peut faire correspondre une série convergente telle que (2), en 
prenant pour A la plus grande valeur entiére vérifiant les égalités 


Cay 1oA< nite, 
(4) torA< n(logn)!+#, 
(5) 10 < nlogn(log logn)!+, 


Les fonctions 2, ainsi définies, seront dites appartenir au type 
décimal convergent correspondant aux séries (3), (4), (5). 

Etant donnée une fonction ) déterminée du type décimal conver- 
gent | par exemple, pour fixer les idées, la fonction correspondant 
a la série (4) avec 7 =1], nous définirons, a l’aide de cette fonc- 
tion, un ensemble décimal de l’espéce (A), de la maniére sui- 
vante : 

Cet ensemble E comprend : 


1° tous les nombres décimauz (') compris entre 0 et 1; 

2° les fractions décimales illimitées w comprises entre 0 et 1, 
satisfaisant a la condition suivante : une telle fraction déci- 
male étant écrite 


(6) 0, 45¢03999969730004005..., 


a chaque valeur de Ventier non fait correspondre un nombre p 
ainsi défini : si le chiffre décimal qui suit le n!#™? n’est ni un o 


(') Dans certaines applications, il peut y avoir intérét a laisser de cdté les 
nombres décimaux; l'ensemble ainsi modifié sera dit d’espece ( A‘). 
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ni ung, on prend p= 0; si le chiffre qui suit len?” esto oug, 
on prend p=h, h étant le nombre de chiffres 0 consécutifs 
(ou de chiffres g consécutifs) qui suivent le ni?™¢, Par exemple, 
pour la fraction (6), ona: 
uCr)=0, pl a)sa,. , 2C3) Son BCA) On BCs, 
H(6)=3, wC7)=2, B(8)=1, BC 9)=0,  BitO)=T, 
e(I1)=0, p(iz)=0, -w(13)=3,  p4)=2, w(t) =13, 
w(16)=0, p(t7)=2, p(i8)=1, plig)=o. 


Le nombre w appartient a ensemble E si l’on a, pour une 
infinité de valeurs de n, 


(7) p(n) -A(n) 


S . . A . = a . 
Ou, ce qui revient au. méme, w n’appartient pas aE s'il existe 
un entier m tel que la relation 


(8) Om 1h 
entratne : 
(9) u(n)<X(n). 


Nous conviendrons de dire, pour abréger, que, dans le cas 00 w 
apparent a E, l’approximation asymptotique de w par les 
nombres décimaux est supérieure (') ou au moins égale ai. 
Ce langage équivaut, par définition a la propriété exprimée par 
Vinégalité (7), vérifiée pour une infinité de valeurs de n. 

Les ensembles décimaux de l’espéce (A) sont, par définition, 
tous les ensembles E définis au moyen d’une fonction,A du type 
décimal convergent. Il est clair que si une fonction ) est asympto- 
tiquement supérieure a )’, l'ensemble E défini par } est intérieur 
a ensemble E’ défini par 4’. On peut donc, en considérant des 
fonctions } croissant de plus en plus rapidement, définir des 
ensembles E de plus en plus étroits. On sait qu’une suite énumé- 
rable quelconque i,, 2, ..., Ap, ... de fonctions croissantes étant 


(') De méme que I’on dit habituellement qu’une formule approchée donne une 
plus grande approximation qu’une seconde formule, lorsque la différence avec la 
valeur exacte est plus petite pour la premiére formule que pour la seconde, de 


méme nous disons ici que l'approximation est supérieure a A lorsque l’erreur est 
inférieure a 10-, 
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donnée, on peut définir une fanction croissante ) asymptotique 
ment supérieure a chacune des Ap. Onen conclut que l'ensemble FE’ 
intérieur a une infinité énumérable quelconque.E,, Ej, ..., Ep, man 
d’ensembles du type (A) comprend un ensemble E du type-(A). 

Les ensembles de l’espéce (A) sont visiblement de mesure nulle; 
nous reviendrons plus loin sur leur définition au moyen de points 
fondamentaux (les nombres décimaux) et d’intervalles d’exclusion. 
On arrive plus simplement a |’étude de leurs propriétés princi- 
pales au moyen de la thégrie des probabilités énumérables. 

Rappelons les définitions essentielles de cette théorie et le 
théoréme fondamental. | 

Considérons une infinité énumérable d’événements éventuels 
S;, S2, -.-, Sn, --. pour chacun desquels on a défini deux éven- 
tualités opposées, s’excluant mutuellement, |’éventualité favorable 
dont la probabilité est p, pour S, et l’éventualité défavorable dont 
la probabilité est gn=1—pp. On suppose que les événements 
sont indépendants (*) et Pon pauneee deux cas, le cas de conver- 
gence, ou la série 


(10) Pim Pet---t+Pnt.-- 


est conyergente, et le cas de divergence, ou cette série (10) est 
divergente. 

Le théoréme fondamental de la théorie des probabilités énumé- 
rables est le suivant : 


TutoreMe FonvamentaL. — La probabilité pour que le cas 
favorable se produise une infinité de fois est égale a o dans 
le cas de convergence et a 1 dans le cas de divergence (*). 


(‘) Dans certains cas, l’indépendance complete n’est pas réalisée, mais les 
démonstrations faites en supposant l’indépendance restent valables, avec de 
légéres modifications (voir, par exemple, la Note V de mes Lecons sur la Théorie 
des fonctions, 2° édiliqgn). On pourrait convenir de dire que les événements sont 
quasi indépendants lorsque la probabilité p, étant définie dans Il’hypothése ou les 
événements précédents E,, E,, ..., En, ont été défavorables, Ja production d’un 
événement favorable E, modifie seulement un nombre limité des probabilités 
consécutives. 

(*) Voir, pour la démonstration, mes Legons sur la Théorie des fonctions, 
2° édition, ou mon Mémoire Sur les probabilités dénombrables ( Rendiconti di 
Palermo, t. XXVII, 1909). 
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Il est essentiel de remarquer que, les cas possibles étant en 
nombre infini, probabilité o ne signifie pas impossibilité rigoureuse 
et probabilité 1 ne signifie pas certitude absolue. 

La probabilité p,, pour que les i chiffres qui suivent le 
soient lous égaux a zéro, est 


nieme 


(1) Pr=— 


La probabilité pour qu'il y ait au moins A zéros serait 


it I I A a 


— tt |] +. S — : 


10A 10A+1 UF 10-+2 lie 9 10% 


Il faudrait doubler la probabilité, si on regarde comme favo- 
rable le cas ot il y a au moins d zéros ou d chiffres g. 

La série (10) est donc identique a la série (2); elle est conver- 
gente dans le cas ou la fonction \ appartient au type décimal 
convergent. La probabilité, pour qu’un nombre w appartienne a 
Pensemble E (c’est-a-dire soit tel que son approximation asymp- 
totique par les nombres décimaux soit supérieure a A), est donc 
égale a zéro. 

Silentier ) fonction de l’entier n est tel que la série (2) soit 
divergente, la série (10) est également divergente et la probabilité 
pour que le cas favorable se produise une infinité de fois est égale 
a1. Ceci revient a dire que la probabilité pour que l’approxima- 
tion asymptotique d’un nombre w soit supérieure a ) est mainte- 
nant égale a 1. 

On peut tirer de la une conséquence intéressante, tout a fait 
analogue au théoréme que j’ai démontré a propos des fractions 
continues dans les Mémoires cités. 

Soient ), et A, deux fonctions de n (X, sera supposé asymp- 
totiquement inférieur a A, ; 2, et A, sont des nombres entiers non 
décroissants) ; nous dirons que l’approximation asymptotique d’un 
nombre w par les nombres rationnels est comprise entre A, et Ao 
si, la fonction (mn) étant définie comme plus haut, il existe un 
entier m tel que l’inégalité 


(12) n>m 


entraine 


(13) u(r) <mde(n) 
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et si, d’autre part, on a pour une infinité de valeurs den 
(14) p(n) 2Ai(2n). 


Considérons les deux séries 


~ I 
e153) ~ TOME 
Toa : 
(16) » Lowi) « 


Si ces deux séries sont toutes deux convergentes ou toutes deux 
divergentes, la probabilité pour que l’approximation asympto- 
tique de w par les nombres décimaux soit comprise entre h, et Ag 
est égale a zero. Cette probabilite est, au contraire, égale a un, 
si la série (15) est divergente et la série (16) convergente. On voit 
donc que, si étroite que puisse paraitre la différence de croissance 
entre les séries convergentes et les séries divergentes, c’est cepen- 
dant dans cet intervalle que se range un nombre pris au hasard w, 
avec une probabilité égale a l’unité. D’une maniére précise, si 
lentement que croisse la fonction 9(n), on peut trouver une série ~ 
divergente a termes positifs 


(17) = Pn, 


telle que la série 


Pn 
hd D(a) 


soit convergente. 

On pourra, d’autre part, choisir 4, tel que la série (15) soit 
divergente, mais moins divergente que la série (17), et la série (16) 
convergente, mais moins convergente que la série (18); on aura, 


par suite, 

(19) 10? < ¢(n), 
c’est-a-dire 

(20) (ha— 1) log 10 < log ¢(n). 


La différence entre )». et A, est donc une fonction croissante, 
mais qui a pu étre choisie croissant aussi lentement que Von veut. 
Quelque lente que soit la croissance de ¢(n), du moment que la 


44 CHAPITRE 1. 


série (15) est divergente et la série (16) convergente, la probabilité 
est un pour qa‘un nombre w soit tel que la fonction p correspon- 
dante vérifie l'inégalité (14) pour une infinité de valeurs de n, 
tandis que l’inégalité (13) est vérifiée sous la condition (12). 

A toute fraction décimale illimitée w, on peut faire corres- 
pondre une fonction croissante n(o) définie pour toute valeur 
entiére positive de ¢, comme étant la plus petite valeur de n telle 
que, parmi les n premiers chiffres décimaux de w, figurent o zéros 
consécutifs (qui sont nécessairement les derniers de ces n pre- 
miers chiffres, sinon 7m devait étre pris plus petit). Si le nombre w 
est tel qu'il ne renferme aucun groupe de plus se o —1 zéros 
consécutifs, la fonction n(¢) devient infinie pour ¢2¢’; la proba- 
bilité pour qu'il en soit ainsi est égale a zéro. Dans h cas con- 
traire, la fonction n(¢) croit indéfiniment avec ¢ puisqu’on a 
n2c; dans le cas d’un nombre décimal, on an=ao+h(h étant 
une constante); la fonction inverse ¢(n) est done une fonction 
non décroissante, qui augmente indéfiniment avec n. On peut, 
dans les définitions (13) et (14) données plus haut, remplacer 


p(n) par a(n). 
II. — Les ENSEMBLES DECIMAUX DE L’ESPECE (B) ET DE L'iSPECE (C). 


Les ensembles de l’espéce (A) étaient définis dans l’intervalle 
(21) OGL I 


pour les ensembles de l’espéce (B), il nous sera plus commode de 
considérer l’intervalle 


(22) 0) are 


A tout nombre entier positif n, nous pouvons faire correspondre 
un nombre décimal appartenant a l’intervalle (22) et obtenu en 
divisant ce nombre entier par une puissance de 10 égale au nombre 
de ces chiftres. Par exemple, a 17 correspondra 0,17, 4 3452 cor- 
respondra 0, 3452, 4 345260 correspondra a 0, 345200. Nous consi- 
dérerons 0, 3452 et 0,345200 comme des nombres décimaux dis- 


tincts; le premier a 4 chiffres décimaux, le second en a 6. Nous 
attacherons a 0, 3452 l’intervalle 


(23) 0,3451< © 0,3453 


———————— 


LES DOMAINES ET LA THEORIE DES ENSEMBLES. 45 
if 


et a 0, 345200 l’interyalle 
(24) 0,345199 < & << 0,345201. 


Un ensemble décimal de l’espéce (B) est défini par une suite 
illimitée S d’entiers croissants, ou plutét par les intervalles tels 
que (23) ou (24), qui sont attachés aux nombres décimaux corres- 
pondant a ces entiers; un point appartient a l’ensemble s’il appar- 
tient a une infinité de tels intervalles. : 

On peut dire aussi qu’un nombre décimal w appartient a ’en- 
semble si, parmi les nombres entiers que |’on obtient successive- 
ment, en écrivant a la suite les uns des autres les chiffres décimaux 
de w, dans leur ordre naturel, une infinité appartiennent a la 
suite S. Par exemple, pour le nombre x — 3 = 0, 14159265..., 
ces entiers sont 1, 14, 141, 1415, 14159, 141592, .... 

Soient 


(25) MyM INS CNp I Npui<..- 


les entiers croissants qui composent la suite S; cette suite sera dite 
du type convergent si la série 


(26) i 


Np 


*est convergente, et du type divergent si cette série est divergente. 
Soit a, le nombre des np satisfaisant a la condition 


(27) 10'S ny» < 10". 
Les indices p correspondants vérifient linégalité 


yt My w  t Bfa <P ot Oe t.. . oy 


et la somme des termes correspondants de la série (26) est, par 


2p ah 
1o/-1 107 


suite, comprise entre 


On en conclut immédiatement que la série (26) est convergente 
ou divergente en méme temps que la série 


ap 
(28) ie 


Le nombre de tous les entiers qui peuvent vérifier linégalité (27) 
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est g. 104; la probabilité pour que l’un d’eux, pris au hasard, soit 
Vun des n> est donc 


ap 
(29) Pi g. 1081" 
La série 
(30) =Pn 


est donc convergente ou divergente en méme temps que la série (26). 
Si donc des entiers successifs de 1, 2, 3, ..., A, ..- chiffres étant 
pris au hasard, on convient de dire, pour chacun d’eux, que le 
cas favorable est celui ot il coincide avec l’un des 7p, la probabi- 
lité pour que le cas favorable se produise une infinité de fois sera 
zéro dans le cas de la convergence et |’unité dans le cas de la 
divergence. Ceci suppose les entiers successifs indépendants ; 
mais il en est de méme dans le cas de la convergence, lorsqu’ils 
sont dérivés d’un certain nombre irrationnel, c’est-a-dire lorsque 
chacun d’eux s’obtient en écrivant a la droite du précédent un 
chiffre pris au hasard; dans le cas de la divergence, si la suite 
d’entiers donnés est spéciale, il n’en est pas de méme. II est néces- 
saire d’introduire la notion de convergence ou de divergence par 
intervalles, correspondant a la notion de densité. On dira que la 
suite des np estasymptotiquement homogéne, si les séries déduites 
des séries (26) ou (28), en ne conservant que les termes corres- 


pondant a un intervalle donné quelconque a3 intérieur a l’inter-» 


valle fondamental (22), convergent ou divergent de la méme ma- 
niére que ces séries (26) ou (28). Nous réservons le nom d’en- 
sembles de lespéce (B) aux ensembles pour lesquels la suite 
des np est asymptotiquement homogénc; sinon ils seront dits 
de lespéce (C). Certains ensembles de l’espéce (C) peuvent étre 
considérés comme sommes d’ensembles partiels dont chacun est 
de l’espéce (B); ceux qui ne le peuvent pas appartiennent propre- 
ment 4 l’espéce (C). 

Les ensembles de l’espéce (A) sont un cas particulier des 
ensembles de l’espéce (B); les nombres n, de h + y chiffres sont 
formés de tous les nombres de A chiffres a la droite desquels on a 
inscrit » zéros, w étant une fonction non décroissante de h. 
Lvhomogénéité est donc ici aussi grande que possible, sous réserve 
de Pordre dans lequel on écrit les nombres de h chiffres; c’est la 
un point sur lequel nous reviendrons. 
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Comme exemple d’ensembles de l’espéce (B), on peut citer ceux 
que l’on obtient en prenant des nombres np dans lesquels la fré- 
quence de l'un des chiffres, par exemple du chiffre 7, est constam- 
ment supérieure 4 une fraction supérieure 4 + ou constamment 
inférieure a une fraction inférieure 4 45. Supposons, pour fixer les 


idées, que la fréquence du chiffre 7 soit inférieure 4 2%. Cela 


signifie que, pour unnombre de & chiffres, le nombre des chiffres 7 
est inférieur a 29%. Si Von prend A=1000, on voit que les 
1000 


nombres de 1000 chiffres peuvent renfermer gg chiffres 7, de 
sorte que leurs gg premiers chiffres peuvent étre pris d’une 
maniére entiérement arbitraire; cette remarque est utile pour 
Pétude de l’homogénéité de l'ensemble. 

On obtient aussi des ensembles de l’espéce (B) en prenant au 
contraire, les nombres np dans lesquels les 10 chiffres décimaux 
figurent tous exactement le méme nombre de fois, 4 une unité 
pres. En d’autres termes, la différence entre le nombre de 
chiffres 3, par exemple, et le nombre de chiffres 7 est égale a o, 
a+i1oua—tl. 

Les ensembles de l’espéce (B) peuvent étre classés d’aprés le 
mode de croissance des np, mode arbitraire sous réserve de la 
convergence de la série (26). On aura des valeurs réguliéres de np 
en prenant les critéres de convergences classiques, par exemple : 


(31) ny = E(p'+*), 
(32) Np = E[p(log p)'+*], 
(33) np= E[p logp(logsp)'+*], 


E(n) désignant la partie entiére de n et « un nombre positif 
quelconque. Si » était négatif, on aurait des suites du type diver- 
gent. 


Il]. — L’aApPROXIMATION DES NOMBRES PAR LES NOMBRES DECIMAUX. 


Les nombres décimaux compris entre 0 et 1 peuvent étre rangés 
en série simple, d’aprés la régle suivante : un nombre entier n 
de p chiffres étant donné, le nombre correspondant est égal 


la peer ¢ ae 4 Cae 35 wee 
a can sl n ne se termine pas par zcro, et a ToPpth Sl nm se ter 


48 CHAPITRE I. 


mine par / zéros. Par exemple, a 34057 correspond 0, 34507, et 
a 24500 correspond 0, 00245. 

Etant donnée une fraction décimale illimitée comprise entre 
o et 1, par exemple 


(34) a= t—3=0,14159265..., 


les nombres décimaux approchés par défaut sont 


my = 0,1, 

Nig =0,14, 
(35) 

Ny44 =O, 040, 


Ngsyi5 = 0,1415. 


D’une maniére générale, l’indice du nombre approché a — prés 


est la partie entiére de 10”«. Il y a exception lorsque cette partie 
entiére se termine par un zéro ou par plusieurs zéros; si la partie 
entiére de 10” se termine par fA zéros, le nombre up, dont l’in- 


. . . . I 
dice n est la partie entiére de 10"~*a, est approché a om Pres. 


Par exemple, pour le nombre 


(36) 8B = m — 3,000092 = 0,14150065..., 


ky! re. ek . 
le nombre Uy4y5 ESL approché a Tor a cat eta ac) pres. 


Dans le cas ou la virgule est suivie de A zéros, par exemple 
pour 


(37) Petree =10, 00... 0314 N0G2s.0.5 


indice du nombre approché 4 10~” prés est la partie entiére 
de 10°“), 

On déduit aisément de 1a, étant donné un nombre a, l'étude de 
la fonction qui, pour toutes les valeurs de la variable continue 2, 
est égal au plus petit indice n tel que l’on ait 


(38) 0<a—Un<-- 


On posera 


x = logit et y= login. 


——- 
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Pour ¢ = 10”; soit 2 == m, oma, si & est compris entre 0,1 et 1, 


n= E(1o"a2) =10"a — 0 OG 


9 
y =logn=loga+m+ log (1— aa)? 


c’est-a-dire que la courbe se compose de traits horizontaux B,C,, 
B,C,, B,C;, ... situés respectivement au-dessous des points A,, 
As, As, ... dont les coordonnées sont 


(Am) zx=m, y=loga+m, 


: e : ‘P 6 
la distance du point A,, a la droite B,C, °étant log (: eye aa)? 
c’est-a-dire de l’ordre de — La position des ordonnées B,C,, 


B,C,, ..., par lesquelles on passe d’un trait horizontal au sui- 
vant, dépend de la valeur des chiffres successifs de «. Dans le cas 
ou il y a plusieurs zéros consécutifs, le trait horizontal corres- 
pondant au dernier chiffre significatif qui précéde les zéros se 
prolonge au moins jusqu’a l’ordonnée qui correspond au rang du 


Fig. 1. 


t-} 


dernier zéro. Par exemple, la figure correspond a un nombre a 
pour lequel les quatriéme et cinguiéme chiffres décimaux sont des 
zeros. 


BOREL 
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On peut utiliser cette représentation géométrique pour la défi- | 
nition des ensembles de mesure nulle de l’espéce (A); je Wy 
insiste pas, mon but actuel étant étude de l’approximation des ; 
nombres a les plus généraux (c’est-a-dire ne renfermant pas | 
asymptotiquement un nombre exceptionnel de zéros consécutifs ). 
Pour un tel nombre, le nombre décimal u,, dont l’indice est la | 


partie entiére de 10”¢, donne une erreur > qui est, en général, . 


et —_—- L’indice n du nombre wu, qui vérifie . 


m1 if 
comprise entre om rom 


les inégalités (38) vérifie donc, en général,.les inégalités 


(39) cen, 
(40) n<iotn. 


Si le nombre « ne renferme pas de zéros, les inégalités (3g) et (40) 
sont toujours vérifiées; sil renferme des zéros, l’inégalité (40) 
subsiste toujours; mais, pour certaines valeurs de ¢, linéga- 
lité (3g) ne subsiste pas. 

L’inégalité (40), combinée avec (38), denne 


; 10% 
(41) O46 — UU, — ——— 
n 


Etant donné un nombre quelconque a, tl existe une infinite 
d’entiers n donnant lieu aux inégalités (41). 
La série 


LJ 
(42) N ee 
fad 


est divergente; il est évident qu’il n’est pas possible de ‘définir 
les u, de telle maniére que, pour tout nombre x, on ait les inéga- 
lités 


(43) Oe — Un orn), 
la série 
(44) yt e(n) 

fond * 

eB 


étant convergente, Mais on peut se demander s'il est possible de 


prendre pour o(n) le terme général d’une série divergente quel- 
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conque a termes positifs, c’est-a-dire d’une série dont la diver- 
gence est plus lente que celle de la série (42); de prendre, par 
exemple, 


were nilogn’ 
ou encore 

1 
niognlogsn 


g(a) = 


Ceci exige, bien entendu, qu’on modifie les conventions que nous 
avons faites pour le numérotage des t,. 

Si la série (44) est divergente, on peut trouver une infinité de 
groupes successifs de termes dont la somme soit supérieure a 10; 
soit, par exemple, 


m= Kk 


, Nise 
(45) oy P62) > Io. 


n=h 
Considérons les valeurs de n satisfaisant a cette condition, et 
recouvrons |’intervalle o —1 avec des intervalles consécutifs égaux 
D(n 5 5 
asad étendue de l'un quelcongue de ces intervalles est com- 


prise entre deux puissances consécutives de 10, soit 


; I O(n) [ 
( 46 i aa 
mi ror+t < 10 = 1oP 
[re A : é 
Il ya done un nombre décimal aa? A étant un entier, com- 
9) 


pris dans cet intervalle; c’est ce nombre que nous désignerons 
par u,, et nous lui attacherons l’intervalle qui a ce point pour 
milieu et qui a pour dimension 9(n). Les intervalles assignés 
ainsi aux nombres w, dont l’indice est compris entre h et A recou- 
vrent complétement l’intervalle o —1; tout point 2 appartient 
done a l'un au moins de ces intervalles ('); d’ot lexistence d’un 
nombre n vérifiant Pinégalité (43) et compris entre h et A. Atin 
de numéroter tous les nombres décimaux, nous assignerons dans 
‘Yordre naturel les numéros supérieurs a A aux nombres qui se 


trouvent ne pas étre encore numérotés et dont le nombre de 


(1) Nous supposons ¢(7n) déeroissant avec n: tout point x appartient alors a 
plusieurs intervalles, et lon a non seulement Vinégalité (43) (approximation a 
droite). mais linegalité analogue a gauche. 
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chiffres décimaux ne dépasse pas celui des nombres déja numé- 
rotés; on épuisera ainsi les numéros jusqu’ a un certain rang h’, 
partir duquel on prendra dans la série divergente un nombre ee 
fisant de termes pour vérifier linégalité (45) (en y remplacant h 
par h! et & par k'); et l'on opérera sur ces termes comme sur les 
précédents, et ainsi indéfiniment; il y aura donc pour tout a 
une infinité de valeurs de n vérifiant l’inégalité (43). 

Ce résultat est théoriquement intéressant, mais il n’est prati- 
quement utilisable que si l’on a effectivement le moyen d’effectuer 
le numérotage pour toute valeur de n. Lorsque l’on donne effecti- 
vement la série (7), il est généralement possible de donner des 
procédés pratiques plus simples que le procédé théorique qui 
vient d’étre indiqué; je ne m’y arréterai pas. 

Parmi les applications possibles de ces considérations, je signale 
un probléme fort intéressant, signalé par M. Paul Lévy dans une 
séance de la Société mathématique de France, en mars 1919 : le 
probléme du numérotage des fonctions d’une série orthogonale. 
Il est des cas ou le numérotage le plus naturel apparait immédiate- 
ment; il en est d’autres ot la question est plus difficile. On voit 
que le probléme du numérotage naturel des nombres décimaux ne 
peut pas étre résolu asymptotiquement d’une maniére tout a fait 
satisfaisante, si l’on a en vue une approximation aussi bonne que 
possible, c’est-a-dire une série (44) dont la divergence soit aussi 
lente que possible. Quelque lente que soit cette divergence, on 
peut définir un numérotage correspondant, mais ce numérotage 
ou tout autre étant donné, on trouvera une série divergeant encore 
plus lentement et telle que le numérotage considéré ne fournisse 


pas, en général, asymptotiquement l’approximation correspon- 
dante. 


IV. — LES ENSEMBLES REGULIERS DE MESURE NULLE. 


Nous savons que tout ensemble de mesure nulle est compris 
dans un ensemble régulier E, défini par une double infinité énu- 
mérable d’intervalles d’exclusion attachés A une infinité énumé- 
rable de points fondamentaux A,. L’ensemble E, étant défini par 
les intervalles c,,, ona 


(47) = 
gh Tr h+i1sTryhe 
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Cette inégalité signifiant que opay, estintérieur a 5, ,, ou coincide 
avec lui; si l’on pose 


(48) éa= > 20,2; 


n=1 


les nombres é» tendent vers zéro lorsque h augmente indéfiniment. 
L’ensemble E est, par définition, l'ensemble des points communs 
a tous les E, [d’aprés (47), tous les points de E,,, appartiennent 
a E,]. 

Nous disons qu'un ensemble régulier est simple lorsqu’on a 


. 


(49) Sih — Fn, t sihsn 
et 
(50) Tn, =O sh SN, 


La convergence de la série e, entraine alors le fait que e, tend 
vers zéro. A toute série (') convergente simple e, correspond, 
d’aprés les égalités (49) et (50), un ensemble régulier simple que 
nous appellerons (e, ), tandis que E, désigne |’ensemble des points 
intérieurs a l'ensemble des intervalles e,. Il est aisé de voir que 
ensemble (e, ) comprend tous les points de l'ensemble régulier E, 
sauf peut-étre les points fondamentaux. Soit, en effet, # un point 
de E distinct de A,; ce point étant distinct de A,, il existe un 
nombre h assez grand pour que « n’appartienne pas ac, .,; comme 
il appartient a E,, il apparent a oy ,, g étant différent de 1; il 
appartient done a ¢,,,. Donc l’ensemble obtenu en retranchant 
de E, Vintervalle s,, comprend tous les points .de E,, sauf 
peut-étre A,, et par suite tous les points de E, sauf peut-étre Aj. 
De méme, l’ensemble obtenu en retranchant de E, les inter- 
valles o,,, 924, +++; %n,, comprend tous les points, de E, 
sauf-peut-étre A,, As, ..., An. Done (e,) comprend tous les 
points de E, sauf peut-étre les points fondamentaux. Il en est de 
méme, naturellement, de (e,), (e;), ..-, (4), »--. Inversement, 
tout point qui appartient a tous les (e,) appartient 4 tous les Ey, et 
par suite a E. L’ensemble E peut done étre défini, aux points fon- 


(‘) Il s’agit, bien entendu, d’une série d’intervalles, c’est-a-dire que chaque 
terme ¢, , de la série est un intervalle donné a, ,, bn, Aclendue op ,. 
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damentaux prés, comme l’ensemble des points communs aux 
ensembles réguliers simples (€,), (és), «++» (@A), «++» Appelons (e) 
cet ensemble; ceux des points fondamentaux de E qui n’appar- 
tiennent pas a (e) seront dits essentie/s. Lorsque aucun point fon- 
damental n’est essentiel, c’est-a-dire lorsque tous les points fonda- 
mentaux de E appartiennent.a (e), les ensembles E et (e) sont 
identiques. Dans ce cas, on peut supprimer un nombre fini quel- 
conque de points fondamentaux et les intervalles correspondant 
dans les E, sans modifier E. D’une maniére générale, d’ailleurs, 
- on peut supprimer un nombre fini quelconque de ceux des points 
fondamentaux qui ne sont pas essentiels, sans modifier E. 

Dans le cas 00 les points fondamentaux sont essentiels, on obtient 
un ensemble régulier simple (f/f) comprenant E en rangeant dans 
un ordre quelconque, par exemple par ordre de grandeur décrois- 
sante, tous les intervalles qui délinissent une infinité des E, (que 
l’on choisira assez rares pour que la série Le, soit convergente), 
mais ensemble (f) est généralement beaucoup plus étendu 
que E : il comprend tous les points de (e,), plus les points fonda- 
mentaux. Si, au contraire, on prend les intervalles ¢, en pre- 
nant pour chaque valeur de nv une seule valeur de p, fonction non 
décroissante de n, on obtient un ensemble régulier simple com- 
pris dans E, et lon ne peut atteindre E comme limite que par une 
suite transfinie, vu la transfinité des modes de croissance possibles 
de la fonction p(n). 

De l’ensemble (f), on peut déduire des ensembles F, ayant 
pour points fondamentaux des points de E choisis avec un arbi- 
traire trés large (si l’on admet la possibilité d’effectuer ainsi une 
infinité énumérable de choix arbitraires), mais la comparaison 
de ces ensembles avec l’ensemble E n’est pas sans présenter des 
difficultés. I est clair qu’a un point quelconque « on peut attacher 
une suite indéfinie d’intervalles en prenant d’abord Vintervalle 
@indice minimum de (/) renfermant «, puis celui d’indice mini- 
mum intérieur au précédent et renfermant 2, et ainsi de suite. En 
ayant soin de choisir un premier point a dans le premier intervalle 
de (f), puis un second point dans le premier des intervalles non 
utilisés par le choix précédent, et ainsi de suite, on épuisera tous 
les intervalles de (f). Mais, méme en laissant de coté la difficulté qui 
résulte de l’infinité de choix, on apercoit immédiatement combien 
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cette introduction de points fondamentaux arbitraires est artifi- 
cielle. Dans la plupart des applications a la théorie des fonctions 
ou se rencontrent des ensembles réguliers, les points fondamen- 
taux sont nettement définis d’aprés la nature de la question, et l'on 
ne peut les modifier qu’en introduisant artificiellement des compli- 
cations surajoutées. 

Etant donné un ensemble régulier simple défini par une infinité 
dintervalles formant une série convergente, les points de l’ensemble 
étant ceux qui appartiennent a une infinité d’intervalles, on peut, 
parmi ces intervalles, en choisir une infinité, tels que tout point de 
Vensemble soit intérieur a l’un d’eux et reste intérieur a une infi- 
nité des intervalles non choisis. Mais l’application indéfinie de ce 
procédé ne conduit pas, en général, 4 une définition déterminée 
au moyen de points fondamentaux. Par exemple, pour les 
ensembles de l’espéce B, tels que ceux de la page 47, il n’y a pas 
de raison naturelle pour regarder certains points comme fonda- 
mentaux plutét que d’autres. La distinction entre les ensembles 
réguliers pour lesquels les points fondamentaux sont essentiels et 
ceux’pour lesquels les points fondamentaux sont arbitraires méri- 
terait d’étre approfondie; elle est essentielle dans certaines appli- 
cations a la théorie des fonctions. 


V. — LA COMPARAISON DES ENSEMBLES DE MESURE NULLE 
AVEC LES ENSEMBLES DECIMAUX ET LEUR CLASSIFICATION. 


Dans le cas d’ensembles réguliers 4 points fondamentaux essen- 
tiels partout denses, j’ai indiqué (‘) comment on pouvait, en éta- 
blissant une correspondance biunivoque entre les points de deux 
ensembles énumérables denses, ramener |’étude des propriétés 
d’un tel ensemble et des ensembles réguliers correspondant au ca$ 
particulier ot l’ensemble énumérable est déterminé d’une maniére 
simple, coincidant par exemple avec l’ensemble des nombres 
rationnels ou l'ensemble des nombres décimaux. 

Je vais donc, ici, me borner au cas des ensembles réguliers 
simples, pour lesquels les points fondamentaux ne sont pas donnés. 
Nous allons faire voir qu’un tel ensemble peut étre considéré 


(') Bulletin de la Société mathématique, 1913; plus haut, p. 20. 
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comme compris entre deux ensembles décimaux de l’espéce (B) 
différant peu l’un de l’autre et, d’une maniére précise, tels que les 
séries qui leur correspondent ne different que par un facteur cons- 
tant (égal d’ailleurs 4 1Q0). 

Par hypothése, nous parlons d’un ensemble E défini par une 
infinité d’intervalles a,b, dont les longueurs cp forment une série 
convergente; les points de E sont les points intérieurs a une infi- 
nité de ces intervalles. 

La série Yo, étant convergente, elle a un nombre limité de 
termes satisfaisant a l’inégalité 

3 
(51) <r 


10?” 


dans laquelle n désigne un nombre donné. Un tel intervalle Tp est. 


compris dans un intervalle 


Ap—! Ap+! 
(Se) "]onztie. Naorete 


A, étant un nombre entier et comprenant a son intérieur un inter- 


valle 
oy pom yaw 


B, étant également un nombre entier. 

Si nous désignons par my le nombre des op qui satisfont a l’iné- 
galité (51), le nombre des intervalles (52) ou (53) sera égale- 
ment m,, L’ensemble des intervalles (52) a comme somme 


Mp 
1o”—-1 


(54) S= 


et ’ensemble des intervalles (53) a comme somme 


(55) Sia ea es 
deed [ON +1 100 
38 38 
La somme des op est comprise entre oe et “an 
O 


La suite des A, définit un ensemble dévimal de lespéce B ou de 
lespéce (C), suivant qu’elle est ou non asymptotiquement homo- 
gene; de méme la suite des B,; ensemble E est compris dans le 


~~ 
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premier de ces ensembles et comprend le second; les séries corres- 


' pondantes S et S! sont identiques au point de vue de la conver- 


gence, de sorte que la classification, Ace point de vue, de tous les 
ensembles réguliers simples se raméne a celle que nous avons faite 
pour les ensembles décimaux. Nous dirons qu’ils appartiennent a 
lespéce (B) ou a l’espéce (C), suivant que l’ensemble décimal cor- 
respondant appartient lui-méme a l’espéce (B) ou a l’espéce (C). 
Cette classification revient a considérer, en définitive, la rapidité 
de la convergence de la série 


¢= XGp 


et des séries qui s’en déduisent lorsqu’on ne conserve que les sp 
correspondant a certains intervalles. Si toutes ces séries ont des 
convergences comparables, l’ensemble de mesure nulle sera dit 
asymptotiquement homogeéne et sa densité asymptotique pourra 
étre représentée par un symbole représentant la convergence de la 
série (56), c’est-a-dire le mode de décroissance de la fonction 


= Tp= 6(7). 
1 


Cette fonction §(n) tend vers zéro lorsque n augmente indéfi- 
niment; son ordre de croissance est, par définition ('), opposé a 


celui de la fonction inverse TE =9(n); si o(n) =n, Pordre 


de o(n) est k et celui de 4(n) est — k. 

Les ensembles que ]’on peut définir au moyen de classes parti- 
culiéres de nombres, tels que les nombres rationnels, les nombres 
algébriques, présentent une homogénéité asymptotique analogue. 
a celle des nombres décimaux. Au sujet de approximation d’un 
nombre arbitraire x par les nombres algébriques, par exemple, on 
pourrait répéter les remarques analogues a celles que nous avonse 
faites pour les nombres décimaux. 

Les nombres rationnels réels et positifs sont les racines des 


équations 


(56) | Q 2 = PU. 


(') Voir mes Legons sur les series a termes positifs. 
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Donnons 4 p et q les valeurs satisfaisant aux inégalités 


(57) O< p=n, 
(58) o<.gSn 


et cherchons combien de valeurs de p et de g fournit pour l’équa- 
tion (56) une racine comprise entre nj et m2. Le nombre des 
valeurs possibles de p et de qg est n?; lorsque n est trés grand, le 
nombre des valeurs cherchées est asymptotiquement égal a 


n? 
werk — 2) 


$1 2,<.%,< 1 eta 


“Si 1< 2, < £y. Ceci revient a dire que la valeur asymptotique de 
Ja probabilité pour que l’équation (56) ait une racine comprise 
entre £ et x + dz est 


= pouro<cr<il, 


SS pour I< 7< o, / 

cette valeur asymptotique étant définie, bien entendu, par rapport 
aux inégahtés (57) et (58); elle prendrait une autre valeur si l’on 
prenait un domaine d’une forme différente. 

Le résultat serait le méme si l’on adjoignait aux inégalités (57) 
et (58) la condition que p soit premier avec gq. 

Considérons maintenant une équation du second degré a coefti- 
cients entiers 


(59) rei+ 22 +2p=0, 


et considérons les inégalités 


Cay o< psn, 
(58 ) 0< @Sn, 
(60) —n&rFn, 


Ja conditton pour que l’équation ait une racine et une seule com- 
prise dans l’intervalle 2, — a, se traduira par l’inégalité 


(61) (rej+aga,+2p)(rxi+2qg%,.+2p)<o0 


| 
, 


Eee 
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qui, dans l’espace P; qd) Tr, représente le diédre de deux plans dont 
angle est donné par la formule 


; = _ 2) ay— 22 | (2714%2+ 2) 
bry mes lea) +2) 


Lorsque ¢ est infiniment petit, la probabilité pour que l’équa- 
tion (5g) ait deux racines dans l’intervalle 2,— 2x, est du ‘troi- 
siéme ordre, car cette probabilité correspond au volume compris. 
entre la surface du cone 


(63) q?—2pr=0 


et deux plans tangents infiniment voisins 4 ce céne. 

Pour étendre aux équations algébriques de degré n les considé- 
rations géométriques sur lesquelles nous nous sommes appuyés 
pour les équations des deux premiers degrés, il y aurait lieu de con- 
sidérer dans l’espace 4 n+1 dimensions la représentation paramé- 
trique du céne a deux dimensions décrit par le point représentatif 
des n +1 coefficients, lorsque l’équation a 7 racines égales et des 
développables successives qui s’en déduisent et correspondent aux 
cas de n—1, n—2,..., 2 racines égales. Je signale en passant 
les avantages que présente |’introduction de ces figures géomé- 
triques dans |’étude des équations algébriques au point de vue de 
Pégalité des racines. 


VI. — LA VALEUR ABSOLUE DE LA CLASSIFICATION ASYMPTOTIQUE DES 
ENSEMBLES DE-MESURE NULLE ET SES- APPLICATIONS A LA THEORIE 
DES FONCTIONS. 


s 

La classification asymptotique qui vient d’étre donnée pour les 
ensembles de mesure nulle repose sur leur définition au moyen 
d’un choix particulier d’intervalles; on peut se demander si cette 
classification a une valeur absolue, c’est-a-dire si, étant donné un 
ensemble de mesure nulle défini au moyen d’intervalles satisfaisant 
a une certaine loi asymptotique, il n’est pas possible d’obtenir le 
méme ensemble au moyen d’une loi asymptotique différente. 
L’étude complete de cette question parait présenter des difficultés 
transfinies, si l’on veut y faire intervenir les modes de décroissance 
non comparables entre eux; mais il est cependant possible de mon- 
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trer que la classification asymptotique a effectivement une valeur. 
absolue. D’une maniére précise, nous allons prouver sur un exemple 
qu’étant donné un ensemble de mesure nulle E bien déterminé 
et une série a termes positifs également bien déterminée, il est 
des cas ow il n’est pas possible d’enfermer tous les points de E 
dans des intervalles asymptotiquement inférieurs a oe la 
série donnée. 

L’ensemble E sera donné, par exemple, sur Prarereaile o— 15, la 
série a termes positifs donnée ayant pour terme général Uny nous 
prouverons que, quels que soient les nombres ¢, satisfaisant a la 
condition 


(64) Ee oa tha Se Re Sy 


et tel de plus quwil existe un entier m tel que l'inégalité 


(65) a>m 
entraine — 
(66) Pn< Un, 


iln’est pas possible d’enfermer tous les points de E dans des 
intervalles de dimensions 04, 02, «++, Pny +++ 

Nous allons prendre pour E l’ensemble décimal d’espéce A défin! 
par la condition que, pour tout « faisant partie de E, il arrive pour 
une infinité de valeurs de p que les chiffres décimaux, dont le 
rang est compris entre 10? et 10? + p? , sont tous des zéros (! Noe et, 
d’autre part, nous allons prendre 


1 
(67) ; Un= eer 


Nous allons démontrer d’abord qu'il n’est pas possible d’en- 


(*) En réalité, l'ensemble E que nous considérons est un cas particulier des 
ensembles de Vespéce (A); au lieu de ro?+ p?, nous pourrions considérer 
10? + log p, car ici nous portons notre attention seulement sur les groupes de 
chiffres » qui commencent a des rangs assignés d’avance, a savoir les rangs 10P; 
nous devons donc considérer seulement les probabilités correspondantes et, pour 
que ensemble soit de mesure nulle, il suffit que la série de ces probabilités soit 
convergente, ce qui est le cas, par exemple, pour la série 


hh ee eaiees ee 


det TNR smd 1108" 
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fermer tous les points de E dans des intervalles ¢, satisfaisant tous 
a Vinégalité (66). 

En effet, étant donné un intervalle ¢, satisfaisant 4 ’inégalité 


(68) n=—)y) 


cet intervalle est compris 4 lintérieur d’un intervalle décimal 

Eos et. 22 sy (Asy étant 
un nombre entier. Si donc tous les points de E sont intérieurs aux 
intervalles yp, ils sont a fortioré intérieurs aces intervalles déci- 
maux. I] suffit done de montrer que, étant donnée une suite quel- 
conque d’entiers 


(69) A, Ag, are eg AG. 


; a oer A 
d’étendue ar dont les extrémités sont a 


tels que l’on ait A, << 10”, il ya des points de E extérieurs a tous 
les intervalles 
A,—I : Ant+I : 

10” 10” 


(70) 


Nous allons construire un nombre « appartenant a E et n’appar— 
tenant a aucun de ces intervalles. Pour qu’un nombre « appar- 
tienne a E, il suffit de prendre égaux a zéro ses chiffres décimaux 
de rangs 10 et 11, de rangs compris entre 100 et 104, entre 1000 et 
100g, entre 10000 et 10016, et généralement entre 10? et Fo?-+-p?, 
les autres chiffres étant arbitraires. Or, si on considére les inter- 
valles (70) correspondant aux valeurs de n&11, il est manifeste- 
ment possible de choisir les neuf premiers chiffres décimaux dec 
de maniére qu’'lls n’appartiennent 4 aucun de ces intervalles; on 
choisira de méme les chiffres décimaux dont le rang est Sun BES 
entre 12 et gg, de maniére are le nombre « n’appartienne a aucun 
des intervalles (70) pour 125a<104, et ainsi de suite. Nous dis- 
posons de tous les chiffres décimaux dont le rang vérifie les inéga- 
lités 
(71) roP-*-+-(p—t?<g <10?, 


de maniére que le nombre « n’appartienne a aucun des inter- 
valles (70) dont le rang vérifie les inégalités 


(72) 10P-1 +4 (p—1)?< n S10? + p?. 
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Posons, pour un instant : 


10?! +- (p—1pP=a, 
ro? = b; 


l'ensemble des chiffres décimaux dont le rang q vérifie les mnéga- 
lités (71) constitue un nombre N de 6 — a — 1 chiffres; ce nombre 
est entiérement arbitraire, c’est-a-dire peut étre choisi de robe 
maniéres. différentes ('). Pour que le nombre 4 correspondant 
puisse appartenir a l’intervalle (70) pour nm =a-+1, il faudrait, 
tout au moins, que le premier des chiffres de N coincidat avec le 
dernier chiffre de A,,,-—1 ou avec le dernier chiffre de Ag,,; les 
nombres N qui satisfont a cette condition sont au nombre 


de 2.10°-@-2; il y a de méme 2.10°~¢-3 nombres N tels que a. 


puisse appartenir a l’intervalle (70) pour n =a-1; ily ena deux 
tels que « puisse appartenir a l’intervalle (70) pour n= 6; ily en 
a également deux au plus pour chacun des intervalles (70) dont le 
rang est compris entre 6 et )-+ p?; en définitive, nous serons sars 
que @ n’appartient a aucun des intervalles (70) pour n vérifiant les 
inégalités (72) si nous excluons pour N un nombre de valeurs 
égala 
2(104-4—2 +. po—a-3 +. +10 +1) + 23, 


nombre manifestement inférieur a 10°-4—', qui est le nombre des | 


choix possibles pour N. Il sera donc possible de choisir N, d'une 
maniére déterminée (7), et le méme choix pourra étre fait pour 
chaque valeur de p; on définit done un nombre « de E qui n’ap- 
partient a aucun des intervalles (70). 

Supposons maintenant que l’inégalité (68) ne soit pas vérifiée 
pour toute valeur de mn, mais seulement pour les valeurs vérifiant 
Vinégalité (65), ona de plus l’inégalité (64); la somme de tous les ¢, 
est done inférieure 4 1—/, A étant une longueur déterminée: lun 
au moins des rn —-+ 1 intervalles qui subsistent sur lintervalle o —1 


pee ; h 
lorsqu’on en exclut , (3, ..., ¢, est donc: supérieur a a 
quelque petit que soit 2, on pourra prendre n assez grand pour 


(') Chacun des b— a —1 chitfres peut, en effet, étre pris de dix maniéres diffé- 
rentes (y compris zero), 

(7) On pourra prendre par exemple pour N le plus petit des nombres enticrs 
parmi tous ceux qui sont possibles d'aprés les conditions imposées. 


REE 
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que l’on ait 


(67) : 


n+ lot? 


si, de plus, m est pris assez grand pour vérifier linégalité (65), on 
n’aura qu’a considérer, 4 la place de l’intervalle o —1, l’un des 
intervalles obtenus en excluant ¢,, %, .... ¢, et dont l’étendue, 
d’aprés (67), est supérieure a —i on n’aura qu’a raisonner sur 
cet intervalle comme nous avons fait sur l’intervalle o — 1. 

Nous pouvons done, étant donné un ensemble de mesure nulle E, 
compris dans l’intervalle o —1, convenir de dire que sa mesure 
asymptotique est inférieure ou égale 4 une série convergente 
donnée Lu, de somme <1, s’il est possible d’enfermer les points 
de Ea lintérieur d’intervalles respectivement égaux a u,; au con- 
traire, la mesure asymptotique de E sera dite supérieure ou égale 
a la série Lu, s'il n’est pas possible d’enfermer tous les points de E 
dans des intervalles respectivement égaux aux Up. Si une série Xv, 


est telle que le rapport <2 tend vers zéro, un ensemble dont la 


n 


mesure asymptotique est inférieure ou égale a Xv, aura, par défi- 
nition, une mesure asymptotique inférieure a Lun. On définirait 
de méme une mesure asymptotique supérieure a Lu, comme une 
mesure supérieure ou égaleaune série Y¢, telle que iz augmente 
indéfiniment avec rn. 

La notion de mesure asymptotique des ensembles de mesure 
nulle me parait avoir, en théorie des fonctions, une importance au 
moins égale al’importance de la notion de mesure nulle. On sait 
qu’au point de vue des applications a la théorie des fonctions, les 
ensembles se divisent en deux grandes classes : les ensembles de 
mesure nulle et les ensembles de mesure non nulle; lorsque la 
mesure d’un ensemble n’est pas nulle, ilimporte généralement peu 
qu'elle ait telle ou telle valeur; de méme que, lorsqu’un nombre 
variable ne devient ni nul ni infint, il importe peu qu il soit com- 
pris entre a et A ou entre b et B. 

Il y aurait intérét a étudier les transformations ponctuelles les 
plus générales qui laissent invariante la propriété pour un ensemble 
d’étre de mesure nulle (et par suite la propriété d’étre de mesure 
non nulle); ces transformations laisseraient également invariante 


la mesure asymptotique. 
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Lorsqu’un ensemble de mesure nulle est défini par une infinité 
convergente d’intervalles Yo, telle que tout point de l’ensemble 
soit intérieur 4 une infinité des ¢,, on peut définir également la 
mesure asymptotique comme inférieure ou égale a la série Lo,; il 
est alors inutile d’introduire la restriction analogue 4 Lu,<1. 

Dans la théorie de la mesure asymptotique, un réle essentiel est 
joué par le théoréme de Paul du Bois-Reymond sur les suites 
dénombrables de fonctions croissantes et les théorémes qui s’y 
rattachent, sur les types de convergence et de divergence et la 
transfinité de ces types. En particulier, si une infinité dénombrable 
d’ensembles de mesure nulle sont tels que la mesure de chacun 
d’eux E; est comprise entre deux séries données : Du‘? et Ze, on 
peut construire deux séries Lu, et Lv, telles que la mesure asymp- 
totique de chacun des E; soit comprise entre ces deux séries, et la 
mesure de la somme des Ex est également comprise entre Sup 
et Dep. 

Un ensemble énumérable a une mesure asymptotique inférieure 
a toute série donnée a l’avance; la réciproque me parait exacte, 
mais je n’en posséde pas de démonstration entiérement satisfai- 
sante. 

A la théorie de la mesure asymptotique, on doit rattacher celle 
de la convergence asymptotiquement uniforme d’une série de 
fonctions, ou d’une suite convergente. Nous dirons qu’une série 
de fonctions positives 


(68) = fn(x) 


a une convergence asymptotiquement uniforme dans un intervalle 
s'il existe une série convergente a termes positifs 


(69) Lup 
telle que, quel que soit x, dans les intervalles, on ait 


Sn(%o) 
———— = — 
Un 


(70) ; lim 


Sil’on prend, par exemple, 


2x2[n(n+1)x*—1] 
{r+ n?xt} [1+ (rn +1) 28]’ 


JSn( 2) = 
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la série (68) a une convergence asymptotiquement uniforme dans 
tout l’intervalle, car si l’on prend 


I 
aa 


? 
uy 


on a bien, pour toute valeur de 29, la relation (70), bien que la 
série ne soit pas uniformément convergente dans un intervalle 
comprenant le point x = o. 

Lorsqu’une série a une convergence asymptotiquement uni- 
forme, on peut, évidemment, en groupant ses termes en une infi- 
nité de groupes renfermant chacun un nombre fini de termes, 
arriver 4 prendre pour la série (69) toute série convergente 
donnée a l’avance. 

On peut « définir » des séries convergentes dont la convergence 


n’est pas asymptotiquement uniforme. Soient, par exemple, « un 
nombre irrationnel et 


a : I 
ae 
Ant+., 


son développement en fraction continue. Si ce développement est 
tel que la série 


a I 
al - ee 
(71) 8 


soit convergente, nous prendrons 


(72) fu(4) = oe 


a 


si la série (71) est divergente, nous prendrons 


(73) fn( 4) = 


nan 
Il est clair que, quel que soit 2 compris entre o et 1, la série 
(74) Efn(%) 


est convergente et, d’autre part, il est évident que, étant donnée 
une série a convergence aussi lente que l’on veut, on peut défimr 


BOREL 5 
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un « tel que la série (74) correspondante converge plus lentement 
que la série donnée. . 

Mais les séries ainsi « définies » ne sont pas « bien définies » au 
sens que l’on doit donner a ce terme lorsqu’on se place au point 
de vue des définitions constructives. La question reste donc 
ouverte de savoir si, 4 ce point de vue, il est ou non possible de 
construire des séries convergentes de fonctions qui ne soient pas 
a convergence asymptotiquement uniforme ('). 


(') Les méthodes de classification indiquées dans cette étude ont été utilisées 
notamment par M. Valiron. 


— Fi 
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LES OPERATIONS ET LES DEVELOPPEMENTS EN SERIES. 


Généralités. 


Aprés l'étude du domaine vient naturellement celle des opéra- 
tions simples qui peuvent étre effectuées sur les fonctions et 
servent a les définir, ou, si l’on veut, 4 les créer. Les ana- 
logies avec la biologie sont ici forcément assez vagues ; rien n’est 
plus varié d’ailleurs que les modes de reproduction et d’évohution 
des étres vivants. 

Les opérations analytiques les plus simples sont la généralisa- 
tion naturelle, avec passage a l’infini, des opérations élémentaires 
que sont l’addition, la multiplication et la division ; les développe- 
ments en séries et l’intégration dérivent de |’addition et de la mul- 
tiplication ; la dérivation est la limite d’une division. De nombreux 
volumes de la Collection ontété consacrés aux séries : séries a termes 
positifs (4), séries divergentes (3), séries de polynomes (6) (16), 
séries trigonométriques (11), développements en séries au moyen 
du calcul des résidus (43), approximation des fonctions (24) ; les 
théories modernes de l'intégration sont étudiées notamment 
dans (10) et (23); il y aurait lieu de compléter l’exposition de ces 
théories d’intégration par l'étude des méthodes de M. Denjoy qui 
cénéralisent celles de M. Lebesgue et arrivent 4 donner la solution 
compléte du probléme inverse de la dérivation et du calcul des 
coefficients d’une série trigonométrique. 

Dans ces questions, on peut se placer 4 deux points de vue: au 
point de yue abstrait le plus général, comme I’ont fait avec succes 
MM. Lebesgue et Denjoy et, au point de vue concret plus parti- 
culier dans lequel on cherche a se borner aux seules fonctions qui 
peuvent étre elfectivement définies. C’est toujours la distinction 
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entre les étres*réels et les étres possibles. Pour bien marquer 
ce second point de vue, je reproduis ci-aprés des extraits 
dun Mémoire écrit en réponse a une polémique ouverte par 
M. Lebesgue; j’en ai supprimé tout ce qui ne me paraissait pas 
avoir un intérét purement scientifique. : 

On trouvera auparavant une Note ancienne sur le changement 
de Vordre des termes d’ une série semi-convergente,et un Mémoire 
sur les fonctions de deux variables réelles et leur développement 
en séries indéfiniment dérivables de forme bien déterminée ; ce 
Mémoire me parait pouvoir intéresser les chercheurs par la 
méthode qui y est suivie et qui s’appliquerait certainement avec 
succés a d’autres problémes; le théoréme de Paul du Bois-Reymond 
sur les fonctions croissantes (!) me parait y passer, pour la 
premiére fois, du domaine théorique dans le domaine pratique de 
Putilisation effective. 


Sur le changement de Vordre des termes 
dune série semi-convergente (7). 


On sait que, lorsqu’une série est convergente sans que la série | 
des modules de ses termes le soit, c’est-a-dire est semi-conver- 
gente, sa valeur dépend, en général, de l’ordre dans lequel on écrit 
ses termes. Les opérations sur ces séries exigent donc, pour étre 
rigoureuses, des précautions trés grandes. Il n’en serait pas de 
méme, si l’on connaissait, d’une maniére précise, les conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu’un changement dans l’ordre des 
termes d’une série semi-convergente n’altérat pas sa valeur. Il 
parait difficile de les trouver complétement, mais on peut du moins 
indiquer certaines conditions suffisantes dont la connaissance 
pourra peut-étre parfois étre utile. C’est ce que je me propose de 
faire : je me bornerai aux séries A termes réels ; car on verra faci- 
lement que les théorémes s’étendent immédiatement aux séries a 
termes imaginaires; il suffit de remplacer dans l’énoncé valeur 
absolue par module. Une série a termes imaginaires peut en effet 


(') Voir (1) Note II. 
(*) Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XIV, 1890, p. 97. 
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étre considérée comme formée de deux séries a termes réels, unies 
par le symbole ¢, 
Considérons done une série semi-convergente a termes réels 


U = Uy Ugt... + Umt... 


et écrivons ses termes dans un ordre différent; nous obtenons la 


nouvelle série 
V = y+ Pot... + On t.. 


Par hypothése, il existe entre les entiers m et n une correspon- 
dance univoque, telle que un = nr lorsque m et n se correspon- 


dent. Posons 
|m—n|=4m, 


tm est le déplacement du terme de rang m. Désignons par Am la 
plus grande des valeurs que prend a, lorsque varie der a m et 


posons 
; m+n = Pm- 
La suite 
Pi, P22, -++) Pim. 


se compose de nombres entiers croissant sans limite avec m. 

D’autre part, pour que p,, augmente indéfiniment, il faut évidem- 
py P qn F ’ 

ment que m augmente indéfiniment. On a d/ailleurs, d’aprés la 


définition de pm, 
Pm+i—Pm Shm4i—Am+ I. 


Cela posé, cherchons a évaluer la somme V, des p premiers 
termes de la série V. Nous pouvons toujours déterminer m de 
maniére que l’on ait 

Pm = P<Pm+1- 

Il en résulte 

P= Pm dim+1 ; 
on a donc 
Vp = Vom Go, 


gz étant la somme d’au plus m4, termes de la série V, dont les 
rangs dépassent le p¥™°. Ces termes occupaient donc dans la série U 
un rang au moins égal a m—+-1. Par suite, si l’on désigne parnm4, 
le maximum de la valeur absolue des termes de la série U qui sui- 


vent le m"™*, on aura 


T= Ome tN m+t (—1< §<1). 


ee a | ee ON. Tee ee te a a 
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Evaluons maintenant V,_. Parmi les pm premiers termes de la 
série V se trouvent certainement les m premiers termes de la 
série U; et, en outre, pa—m = hm termes de cette méme série, 
pris parmi ceux qui suivent le m'*™*, On a donc 


Va Unt Xm m4 (—1< < +1). 


Il en résulte 
V p= Unt 6’ in Am+i + OA m1 Nm+1- 


Supposons que l’on ait 


lim(A mm) =0 pour hs eee 


et faisons croitre p indéfiniment ; pm, croit aussi indéfiniment, 
et il en est de méme de m. Le second membre a donc pour limite U. 
Donc le premier membre a une limite V qui est précisément 
égale 4 U. Nous sommes done arrivés au résultat suivant : 


« Pour qu’un changement dans l’ordre des termes d’une série 
(semi-convergente) n’altére pas sa somme, il suffit que le produit 
du déplacement maximum des termes qui précédent le m'*™® par 
la valeur absolue maximum des termes qui suivent le m'*™® ait 
pour limite zéro lorsque m augmente indéfiniment. » 


On peut donner a cet énoncé deux formes un peu différentes, 
peut-étre plus commodes pour certaines applications. 

Soit u,, le terme qui a la plus grande valeur absolue parmi ceux 
qui suivent le m*™*, On a évidemment 


IIA 


S 
Vm =m = | Um’ |, Km S Am? 


Donec 
Xm Nm S94! hm! = Xm'| lm! |. 


Si l’on suppose que Am’ | Um’ | tende vers zéro lorque mi’ 
augmente indéfiniment, A, %\m tendra aussi vers zéro. On a donc 
Vénoncé suivant : 


« Pour qu’un changement dans l’ordre des termes d’une série 
n’altére pas sa valeur, il suffit que le produit de la valeur absolue 
du terme de rang m par le déplacement maximum des termes qui 
le précédent tende vers zéro (pour m infini). » 


Soit de méme, parmi les termes qui précédent le m'™*; u, celui 


; 
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dont le déplacement a, estle plus grand. Ona 


Ap = %= Am, ApZNm- 
Donec 


tu = mNm- 


Faisons croitre m indéfiniment : si A, reste fini, Amym tend 
évidemment vers zéro ; Si Am augmente indéfiniment, il en est de 
méme de a, et par suite de u; par conséquent, si 2,7, tend vers 
zéro lorsque » augmente indéfiniment, il en sera de méme de hmm 
lorque m augmentera indéfiniment. On peut donc donner ce 
troisiéme énoncé : 


« Pour qu’un changement dans |’ordre des termes d’une série 
n’altére pas sa valeur, il suffit que le produit du déplacement du 
terme de rang m par la valeur absolue maximum des termes qui le 
suivent tende vers zéro lorsque m augmente indéfiniment. » 


Comme application, considérons la série 


I I I 
S=1—- — + = — OH. = UY Ug + Ug Ut... 
aia ~337 © 4bé a eect St 
Ecrivons-la 
I I 1 I I 
S’=1+ —>—- se ee eS Ot Oe — 08 ee 


c’est-a-dire posons 
Ugn = V¥3ny 
Usn+i = P38n+ty 


llin+3 = P3n+2- 


On a An<cn. Donc |Anu,|< i’ quantité qui tend vers zéro 


lorsque 7 augmente indéfiment. On a done S’=S. On sait, au 
contraire, que si l’on pose 


ona 
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On a démontré que les conditions données sont suffisantes. Va 
la grande variété de séries qui peut exister, il est a peu prés cer- 
tain qu’on ne peut énoncer d’une maniére bien précise des con- 
ditions nécessaires ; mais on peut du moins se demander s'il n’est 
pas possible de remplacer les conditions trouvées par d'autres 
plus simples, ou plus générales. I] est naturel, par exemple, de 
rechercher s’il ne suffit pas que le produit de la valeur absolue 
du terme de rang m par son déplacement tende vers zéro 
lorsque m augmente indéfiniment; car cette condition res- 
semble extrémement a celles que l’on a trouvées. On peut mon- 
trer cependant qu’elle n’est pas suffisante et faire voir, par un 
exemple, qu’un changement dans l’ordre des termes dans lequel 
elle est remplie peut rendre divergente une série convergente. 


F = I a aoe 
Posons, pour abréger |’écriture, n = —— et considérons la série 
nLhn 
-Y=—2+14+3—f—10+9—84+-7—6— 54+ 11— 19-13 — 14 +19 — 16 
136 195 = eee Ag oe 1a = G8 a cae 28 Oe ee 


‘ 


(Les termes sont disposés par groupes, de maniére que dans 
‘ 2 = 22" — 92"—* 
chacun d’eux le dernier terme soit —22" et que les = 


premiers termes de chaque groupe soient rangés dans l’ordre des 


Q” on—1 


. 2 ~. ° 
valeurs absolues croissantes et les amar as derniers dans |’ordre 
des valeurs absolues décroissantes. ) 


Je dis d’abord que la série ¥ est convergente et a méme somme 
que la série S déja considérée. En effet, lasomme des 2°” premiers 


termes est la méme dans les deux séries, et l’on voit facilement 


que, A étant inférieur a 22"**— 9%", la somme de A termes de la 


série V suivant le 2?"*™° tend vers zéro lorsque m augmente 
indéfiniment. (Il suffit, pour le démontrer. de s’appuyer sur ce que 
la valeur d’une somme composée de termes alternativement posi- 
tifs et négatifs est inférieure en valeur absolue a celui des termes 
dont la valeur absolue est Ja plus grande.) 


= here Se iee : 

Ce point étant admis, échangeons les termes de la série ¥ de la 
maniére suivante : dans chaque groupe de 27"— 22"" termes, 
permutons le dernier terme négatif avec le premier terme po- 


sitif, Pavant-dernier terme négatif avec le second terme po- 
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22" — 22"-* 


sitif,, etc., Jusqu’a ce que cé groupe se compose de 
termes négatifs consécutifs, suivis d’autant de termes positifs. Le 
déplacement de chaque terme (augmenté ou diminué d’une unité) 
est égal au double de son rang compté, daus un sens ou dans 
Pautre, a partir du milieu du groupe auquel il appartient. Or ce 
rang est toujours inférieur a l’entier qui figure le terme, puisque 
cet entier augmente d’une unité a chaque rang lorsqu’on s’éloigne 
du milieu d’un groupe. Le produit de chaque terme par son dé- 
placement tend donc vers zéro lorsque le rang augmente indéfini- 
ment. I] est cependant facile de voir que la série obtenue est di- 
vergente. Elle se compose en effet d’une infinité de groupes de 
termes de méme signe, la somme de chaque groupe ne tendant pas 
vers zéro. La somme d’un de ces groupes est, en effet, par exemple, 


I 1 I 
(22"~* +. 2) L(22"-*+ 2) x (22"~' + 4)L(22""*+ 4) —taieretsi to 32" Lo? 


Or cette somme est évidemment supérieure a 


I a dae I re I 
+ PSS SS SSS SS == SSS ee 
2 gn -i tLe 62"=9792°=* 2 22”-*T,92"—* 


et l'on voit facilement qu’elle a pour limite $L2 lorsque n aug- 
mente indéfiniment. Il en est d’ailleurs de méme des groupes ou 
figurent les nombres impairs. La série obtenue appartient donc a 
atte classe particuliére de séries divergentes dans lesquelles la 
somme des p premiers termes reste finie, mais n’a pas de limite 
déterminée lorsque p augmente indéfiniment suivant une loi 
quelconque. 


Sur les fonctions de deux variables réelles ('). 


Je me propose d’étendre aux fonctions de deux variables réelles 
un théoréme que j’ai démontré dans ma Thése, au sujet des fonc- 
tions d’une seule variable réelle ; j’ai indiqué cette extension dans 
une Note présentée al’Académie des Sciences, le 2 décembre 1895. 

Désignons par f(z, y) une fonction des deux variables réedles 


(1) Annales de Ecole Normale supérieure, 1896. 
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rey, admettant des dérivées partielles de tous les ordres a l’inté- 
rieur et sur le périmétre du carré défini par les inégalités 


(1) —1S$27S1, —1SyS1. 


Nous nous proposons de trouver pour cette fonction un dévelop- 
pement en série, tel que l’on obtienne toutes les dérivées partielles 
de la fonction par la dérivation terme a terme de la série. La 
méthode, qui nous conduira a ce résultat, ne différe pas essentiel- 
lement de celle que j’ai employée, dans ma Thése, pour résoudre 
le méme probléme, dans le cas des fonctions d’une seule variable ; 
mais il sera nécessaire d’en reprendre complétement |’exposition, 
afin de préciser davantage l’ordre de grandeur des coefficients des 
séries et d’obtenir ainsi certaines inégalités, qui étaient inutiles 
dans le cas d’une seule variable, et qui deviennent, au contraire, 
indispensables pour ]’extension 4 deux variables. 
Nous allons chercher d’abord a déterminer une série - 


(2) o(2, y) = Zon( yz", 


convergente ainsi que toutes ses dérivées partielles pour toutes les 
valeurs de x et y appartenant au domaine considéré | défini par 
les inégalités (1)], et telle que la différence 


S( 2, ¥)— 9(2, 7); 


ainsi que chacune de ses dérivées par rapport 4 x, se réduise a la 
méme fonction de y pour z = +1 et pour = — 1('). Les fonc- 
tions 9,(y) et leurs dérivées satisferont, de plus, a des inégalités 
trés importantes. 

Posons 


(3) p(x, y) =U (24, y) +2 42(23, y); 


nous devons avoir, par hypothése, quel que soit l’ordre de déri- 
vation a, 


DELS (2, a) 9(@, ¥) Jen = DE S(2: jas (2, ¥) eas. 


(') La fonction f(x, y), pouvant n’étre pas définie pour les valeurs de x et 
de y ne satisfaisant pas aux inégalités (1), ses dérivées pour les points du péri- 


métre du carré peuvent n'étre définies que suivant les directions non exterieures 
au carré, 
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Ces équations seront évidemment vérifiées si les dérivées par- 
tielles par rapport az des fonctions $,(3, y) et %a(z, y) se ré- 
duisent pour s = 1 a des fonctions de y, aisées a calculer de proche 
en proche et d’ailleurs déterminées en partie seulement; nous 
pouvons donc les remplacer d’une infinité de maniéres par les 
deux systémes 

DE[¥1(4. 9 le = fa (ys 
DE[$2(3, y Joa = fa?’ (7), 


dans lesquels les fonctions f,'(y), f4?)(y) sont des combinai- 
sons linéaires des dérivées partielles par rapport a 2 de f(x, y) 
(pour z=—-=+1); chacune d’elles est, en vertu des hypothéses 
faites sur f(z, y), finie, ainsi que chacune de ses dérivées lorsque 
y est compris entre — 1 et +-1. Nous considérerons un seul de 
nos deux systémes, que nous écrirons 


(4) DI[Y(4, y) Jo =faly); 
nous poserons 

(2,74) =Yol(y) + hly)a+ Yay) B+..., 
elles équations (4) prendront la forme plus explicite 


Y(y+hly)+ Hly)+ fly) +...-=foly); 
Yi(y)+ 2be(y)+ 34a(y)+.--=fily), 

(5) L2he(y)+ w@w3ha(y)+...-=f2(y): 
1.2.303(y)+..=fly), 


Pe oe ey 


C’est de la résolution de ce systéme (5) que nous allons tout 
d’abord nous occuper; nous le résoudrons d’abord avec une cer- 
taine approximation et obtiendrons ensuite une solution exacte. 
D’ailleurs, on verra qu'il y a un grand arbitraire dans la méthode 
que nous emploierons et que, par suite, la solution obtenue sera 
loin d’étre unique ; mais il nous suffira qu’elle existe. 

Soit f(y) la dérivée d’ordre $ par rapport a y de f,(y); 
lorsque y varie entre — 1 et + 1, la valeur absolue de f? (y) est 
inférieure 4 un nombre fixe M'?); formons le Tableau a double 


LATOR, LMP rl cle FS a ey acme s 
Cae: 3 ey 5 Bratt aa ae hy. e 
; / GN Mepet ” 
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(0) 
Mi, MY, MY, ..., Mi, 


wees 


(1) : 
Mio, MW, Mi, ..., MW, 2. eS 


Joey ‘sierelaig “eet cighs ere Sig) | aleliPuelyemmiEne ig 
( (Pp) (P) ( 
MP), M'?), mM, SER MP), Dias! 


sen ey weeny se ees 780g veney » hee Ue 


Il résulte de recherches de Paul du Bois-Reymond (voir notam- 
ment Math. Annalen, t. XI) que l’on peut trouver une suite 


Ao, Ai, Ag, ONO Ag, 


de nombres positifs indéfiniment croissants, tels que, 8 étant um 
nombre fixe quelconque, on ait 


mi?) 
(6) lim —* =o. 
A4=@ a 
Nous désignerons par 
(7) Ug + Uy+ Ug... 


une série divergerite a termes positifs décroissants, telle que la 
série 


uz Un 
MS Mace Uy tee seer pga 


soit convergente ; on peut, par exemple, pour fixer les idées, sup- 
poser Uy = 1, Up = -. 

Cela posé, prenons dans la série (7) un nombre de termes suffi- 
sant pour avoir une somme supérieure ou égale 4 Ay; comme nous 
pouvons augmenter les A sans que la condition (6) cesse d’étre 


vérifiée, nous pourrons supposer que l’on a 
Ug+ Uy+...+ Up, = Ay. 


Cela étant, définissons les fonctions y par les égalités 


L(y) = Uo a 

r(y) = u, 2) 
Ao 

X2(y) = Ug ae, 


Xr Y) =r Ao ; 


| 


? Ar. —— = 
e : A . : 
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AONE aurons manifestement 
KOK XY) Hee + XY) = Sly) 

Les fonctions X seront regardées par nous comme la premiére 
approximation des fonctions | de méme indice; en remplagant 
les } par les y, jusqu’a l’indice ro inclusivement, la seconde des 
équations du systéme (5) deviendra 

(To 1) Pret (¥) + (T+ 2) bryta(y) +e. = (NY) 

en posant 

EC ¥) =A vy) + THC y) +2 X2(Y) +e. +70 Ko(y)]- 
Nous désignerons par 

Noo, Ni, ..., NIP), 
les limites supérieures respectives des valeurs absolues de 
BORO We oes F075, 

lorsque y est compris entre — 1 et +13; on a évidemment 


Nip! < MP4 ro MP), 
nous poserons 
B, = Ay aio 279 Ao, 
et nous aurons 
Oe Cae an 
SH ee 
B, Ay 2 Ao 
Ayant ainsi défini le nombre B,, nous pourrons, en laugmen- 
tant s'il est nécessaire, prendre dans la série divergente (7). un 
certain nombre de termes, @ la suite de ceux qui ont déja été 


pris, tels que l’on ait 


Upytit Unga... + Up, = By; 


et nous définirons les fonctions 7, d’indice compris entre ry et ry, 
par les égalités 


(ToT) ret (Y) = Ur a2), 
(To 2) Yrota(¥) = Urera a, 


ry Uri y) a tere Tals i cd 
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de telle maniére que l’on a 
AUP) AAAI) Hee EM Lr Y) HAY): 


En remplacant les } par les -y jusqu’a Vindice 7, la troisiéme 
des équations (5) devient 


rer # 1) Yrs (Y) (MET) (Mi 2) bra K) +e = 64H); 
en posant | 
81(¥) = Say) — [1-2 X97) +23 48(7) e+ OM KY): 
Si nous désignons par N(?) le module maximum de g2(y), ona 


nip — mpi. rNP + rg Mi; 
et en posant ; 
B,= A,+ 227, B,+ 237? Ao, 
ona 

nib) Me)  N® Oy Mi 
cy EL Sree ny 
MP oy (Mi yi) 
BZ Ap am ae A + Me). 


Nous aurons, en continuant de méme, 

NP com + NO + pNP 4 ram ie, 
et nous poserons 

B; = A; + 237, By + 2'r} By + 2573 Ao, 


de sorte que l’on aura 


NPP op Pee ot (M8) tb 
—— < == == | = Sea Brot, See 
B; A3 23 Ay 92 Ay Ay r 
/~»(B) (By if 
M; ey 1 MY) 
te ( 1 ye 0 ) meds) 
2% \ t 9 Ao 95 x 


ou bien 
NP mi?) . ee MP) uit) 
— . 


0S aS ee Se ES ae 
R; A3 23 Ag Ay Ao 


D’une maniére générale, on pourra choisir les B, de sorte que 
Von ait 


Nee Ma (Mee mie 
a) Cea Age sae Ga ’ 
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et l’on en conclut aisément, d’aprés (6), que, quel que soit le 


nombre fixe 8, ona “ 


NG 
(8) jim 5 = ©. 


D’ailleurs, les nombres r; étant définis par les relations 


Up j+it Up;_y+a3+. oot uy, = B,, 


on a, x étant compris entre r;_, et rj, 


(9) a(a—1)...(@ 841) fay) = wg); 


la fonction g;(y) étant définie par Végalité 
J=Ti-s 
SET Ta ee 
SUV =I) 2 Gani) 
de sorte que, d’aprés (g), 


a=; 


(10) Leon Ft holy) = Sily); 


d’ailleurs NYP? désigne le thaximum de la valeur absolue de gi (y). 
On conclut de l’égalité (g) que l’on a 


Uy nif) 


cay RT oe (PSS STAY 


bei) Ree 


D’aprés la condition (8) on peut trouver un nombre Cg supérieur 
a chacune des expressions 


al nN‘? 
a(x—I)...(2—U+1) The 


car lorsque « et ¢ augmentent indéfiniment, 6 étant fixe, cette 
expression tend vers zéro(‘). On en conclut que l'on a 


Buy 


C 
wR |< 


(T= nO 7) 


(1) Comme on peut augmenter Jes B, on a pu toujours s’arranger pour que r, 
croisse trés rapidement lorsque z croit; par exemple, r;>e'; onar,.,.§<a<1r,, 


; at 
et l’on en conclut lim ——————______- = 
i=o %4(%—1),...(% —t +1) 
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quel que soit y dans l’intervalle — 1, + 1. D’ailleurs, en désignant 
par p un nombre fixe, les « inférieurs 4 r, sont en nombre limité ; 
on en conclut que l’on peut déterminer une constante Cg, telle 
_que l’on ait, quel que soit a, 
Cg» 
[xP (7) | < SF ua. 
On en conclut que la série 


4(4, ¥) =Zyxnl(y)s" e 


est, ainsi que chacune de ses dérivees partielles, par rapport a y 
et 3, absolument et uniformément convergente sous les conditions 


=e PT, EE a te 


y est nécessairement réel ; z pourrait étre imaginaire. 


Nous poserons 
Y(z, 7”) —— 4(4, ¥) + (4, x), 


et nous allons chercher les dérivées partielles de 4 par rapport a 3 
pour Z =1; posons 
611, y) = %(y), 
D:[9(2, y)Jz=1 = 91(¥), 
D?[0(2, y)]z=1= 92(y), 


OOO OW) Or Bios caine cag Ole ete Bleue te Ge 


Nous avons, par hypothése, 
DEL Y (4, y)Je=1= Si(y’). 


D’autre part, d’aprés |’équation (10), ona 


ar-o@ 
Dix (4, rei fite) — DY er Xa, 
A=rj+i 
on en conclut 
oe a! : 
(yy) =— : (a api nats 
GA=r;+1 


Or, a étant supérieur aj, MOus avons 


G 
Regie) ae 


gitt 


: 
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et, par suite, 


lor) I< oe < Cpu. 


ri+1 
Posons maintenant 


(2, y) =>°2 


0 


i. —1)4. 


I] résulte des inégalités précédentes que cette fonction est une 
fonction de z holomorphe dans tout le plan, ainsi que chacune de 
ses dérivées par rapport a y; d’ailleurs, ses dérivées par rapport 
a 5, pour z = 1, sont précisément les fonctions 0;(y). Ordonnons 
cette fonction suivant les puissances de z: 


O(a, ¥) = nol) + M117) + M2(y) 2+... 


I] est manifeste que la valeur absolue de av(y) est inférieure au 
coefficient de z* dans le développement, suivant les puissances 
de z, de la fonction 


ye ~(z+1)'= Cauer!, 
0 


cs Gs 
c’est-a-dire a ae. On en conclut que, en posant 


faly) =fXal¥)+ nal); 


on peut déterminer des constantes Dg, telles. que l’on ait, quel 
que soit a, 


D 
| vP'cy) |e 
On a d’ailleurs 


Ye, Y= K(4,.7) +9(2, Y) =D) aly) #%, 
0 


et les fonctions t, satisfont aux équations (5), qui sont ainsi com- 
plétement résolues. 
Nous avions posé 


9(, ¥) = Y1(22, Y) + U2( a, y). 
On en conclut aisément que, sil’on a 


9(2,¥) = 2 Gal y)z", 


BOREL 6 
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il existe des constantes Hg, vérifiant les inégalités 
(11) PePon|=— = 2b, 


car des constantes analogues existent ‘pour les fonctions 4, (2, 9) 
et d(s, y) et la difficulté résultant de ce que les exposants de x ne 
sont pas les mémes que les exposants de z se léve aisément grace 
a l’arbitraire de p. 

Ces inégalités (11) sont pour nous fondamentales ; rappelons que 
la fonction 9(z, y’) satisfait aux relations 


DIL f(z, 4) — 9(73 Y) Je = DELS (2, ¥) — 9(%, ¥) ]x=-1- 
Posons maintenant 


i S(2,Y)— 9(%, ¥) = B(a, YY) 
et ensuite 5 
St 


a(y) = [ B(x, y) cosnzx dz, 
vA 
+1 
way) =f w(x, y) sinnax dr, 
—1 


le nombre entier « prenant toutes les valeurs depuis zéro jusqu’a 
Pinfini. 

Désignons par wpg la dérivée partielle de o(z, 1) prise p fois 
par rapport a x et 8 fois parrapport ay; si l’on remarque que Wpg 
se réduit pour z = +1 et x = —1 & la méme fonction de 42, OD 
obtient aisément, en intégrant par parties p fois de suite, 


a2 


I 
sere BpB(x, ¥) cosn(ar— 2) de 


Il résulte, d’autre part, des hy pothéses et des calculs déja faits, que 
Yona 


WpB B(2, ¥)| < Kppi 


TP 
on en conclut 


(12) [PCy yl< a 


et de méme 


Kgp 


a? 


(13) [uP ir l< 
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D’ailleurs, on a évidemment 


u(z, y)= = doy) +21 (y)cosna + yi(y)sinnz +... 
+ ha(y) cosnar + poly) sinntae+..., 


‘ : I A x . 
et, en réunissant 5 Xo (¥) a 90(y¥), on peut écrire 
o Fa) 
S( 2, x) = 907) +» Ra(y) costax + pal y) sinnar +Ga(y) 2, 
a=1 
les fonctions hay Hay Pa Satisfaisant aux inégalités (11), (12), (13), 
grace auxquelles on peut affirmer que la série est absolument et 
uniformément convergente, ainsi que chacune de ses dérivées par- 
tielles par rapport a y, sous les conditions 


—182781, —iSy8i. 


Nous allons montrer maintenant que l’on peut développer cha- 
cune des fonctions o,(y) en une série de la forme 


(14) aly) = Cao +Se(Agg costB y + Bag sinnB y + Cag y6), 
i 


les constantes A, B, C satisfaisant a la condition suivante : 4 chaque 
couple de nombres entiers p, g correspond un nombre mgg tel que 
Yon ait, quels que soient a et 8, 


(15) |aPB7Agg | <™Mpq; |2?87Bag| < mMpq, | aP BYCag | < Mog. 


D’ailleurs, les fonctions A, et pq satisfaisant aux mémes inégalités 
que les 9,, la méme démonstration prouvera que l’on peut poser 


hal) = Cao+ > Aag cosrB y + Bag sinzB y + Cup v8, 
1 
Bal y) = Cao+ >t Aug cosz8 y + Bag sinnB y + Cap yB, 
i 
les A’, B’, C’, A”, B’, C’ satisfaisant. aux mémes inégalités que les 
A, B, C. 
I] en résultera que la série double, obtenue en remplagant les 
Ga, Au, a par leurs développements dans l’expression de f(z, y), 
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sera absolument et uniformément convergente, ainsi que chacune 
de ses dérivées partielles par rapport 4% et y. 

Tout revient a démontrer la possibilité des développements (14), 
satisfaisant aux conditions (15), en se servant des inégalités (11), 
que nous récrivons 


H 
(11) | Br] < Ee 
Nous poserons 
Pal IY) = Yaly?) + Kal?) + Daly); 


et, supposant que wa(y) a des dérivées égales pour y=+1 
et y =—1, nous déterminerons les valeurs des dérivées des fonc- 
tions t,(z) et yq(z) pour z=1; nous aurons évidemment 


M ’ 
| ¥Pcay| < Be, 


les constantes M se déduisant par des relations simples des cons- 
tantes H. 
Quelles que soient ces constantes M, nous pourrons trouver une 


suite 
Ao, Ai, Ag, sey Ag, 


de nombres croissants, tels que l’on ait, quel que soit le nombre 
fixe p, 


: Mg, p 
wee Age . 
Ce point étant acquis, posons 
YP) = fag 


el 
Pals) = aqo+ Gare + Ay23?+.,..+ aggzb+...; 


nous devrons avoir 


Aggy + Aay+ Aas + Qgst+...=fao, 
Agi 2Ago+ 3ag3+.-.= fas; 
1.2Ag2+ 2.3dg3+.-.= fos, 


CO re Pee eeernsreerecerseeeruae 


Prenons la série divergente des u, dont il a été déja fait usage, 
et soit 
Ug Uy + Ug-+...+ U,, = Ao. 
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Nous prendrons, § étant inférieur ou égal a ro, 


fF, 


Ao8 = UB > Ve 


nous poserons ensuite 
Sai = fai— (Agi t 2art...+ To Mary), 


et nous aurons 
I 
| Gar|< xp (Mip+ ro Mop); 


nous prendrons 
By= Ay+ 27) Ao, 


et nous procéderons de la méme maniére que plus haut (pages 5-6) ; 
nous aurons, 6 étant compris entre 7g, et rq, 


ee ee ee Se 
2S Ee eee 


et 


| Sag| 1 [Mop 5 (4 Mg-2,p Mo,p 
ret A eRe eASG SAgee AR TL 


M . a er 
Or oe tend vers zéro lorsque g augmente indéfiniment, quelle 


que soit la valeur fixe de p; on en conclut que l’ona 


| Faq | NP 
7 Fictiew 


N, étant une constante qui ne dépend que de p. 

D’ailleurs r, est une fonction croissante de g, qui ne dépend 
pas de a, puisque les ry sont définis uniquement al’aide des cons- 
tantes Ag et de la série u. 

On en conclut que, sous la seule condition 8 >ryg_,, ona 

Bg 
aP 34 ag3 < “BG(B—=1)...(p—9 +1) Np< Rpug< Rpu, 
R, étant une constante. D’ailleurs les valeurs de 8, inférieures 
47g, sont en nombre limité (car rg ne dépend pas de «) et, pour 


chacune d’elles, ona 
Np 
Lap — at Na 
el, par suite, 
aP BI Ang < UpNpP?< upNoprf. 
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En prenant Ry égal au plus grand des nombres R, et uNprj, 
ona 
| aP By a5 | <a Rp,q: ° 


Les constantes agg ainsi calculées nous définissent des fonc- 


tions 
na(s) = Lazg 28; 
nous poserons 

Ya(Z) = na(z) + 9a(%); 


et nous allons chercher les valeurs des dérivées successives de 
f.(3) pour s=1; ona 


eo “| 
9'P)(1) “GaP Axi. 


D’autre part, d’aprés la maniére dont on a calculé les a, ona 
pa a} 4 


rm 
Dares Aoi = fx8 = WP). 
i=B 


On en conclut 


x u! | 
Gey Se - a 
a (1) ded (t= B)1 
re+t 
Or, ¢ étant supérieur a rg, ona 
2P{p+l QAai< Rp lu; 
et, par suite, 
RPO UY Ryu 
oP a) | ee 
| Oe) Ue ae 
rg+l 


Donc si l’on développe, suivant les puissances de s, ]’expression 
ta(2) = SY (28, 


on verra, comme plus haut (page 81), que le coefficient b,3 de 38 


hee pigs . Rpt.e : : 
est inférieur a aPaT? el, par suite, quel que soit le nombre fixe q, 


on pourra déterminer Rpg de maniére quwil soit inférieur a Rog ’ 
aP 57 


puisque les valeurs de § telles que 8! < 8% sont en nombre limité. 
En posant 


. 


Va(3) = Ha(Z) + Oa(2) =>) (da9+ 698) 38, 
0 
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les coefficients de 4,(z) vérifieront des inégalités analogues; on 
procédera de méme pour les fonctions Ya, et, en prenant 


pal ¥)— Waly) = Val y?) + y xa(y?) =>) Cag y8, 
0 


les constantes Cg satisferont bien aux inégalités (15). 
Les fonctions 


Baly) = Paly) - >) CapyP 


ont des dérivées égales pour y=+ 1 et y=—1; je dis de plus 
qu’elles satisfont a des inégalités analogues aux inégalités (11); 
cela est manifeste, car il en est ainsi des fonctions (7) et de plus 
des fonctions 


Ha(y) => Cagy8, 
i 


grace aux inégalités que vérifient les Cg. 
On a done 
K 
|20f'(y)|< 2. 
Dés lors, si l’on pose 
wal y) = LAggcosnBy + Bag sinnB y, 


on a, par exemple, 


+1 
Aap= f Waly) cosh y dy 


+2 {gq} 
Wa (¥) q Kgp 
=f Pe cosn (By — )ay <a 


—4 P 2 


Notre démonstration est donc complete et nous pouvons affirmer 
que toute fonction des deux variables x et y ayant des dérivées 
partielles de tous les ordres sous les conditions 


—1f28+1, —i18$yS+1 
peut étre mise sous la forme 
he vi hag cost B y + Bag sinnBy + Cag y8) xo 


%. 8 
+ (Axg cosmB y + Bag sinnhy + Cap y8) cosnaxr 


+ (Ag cosm@ y + Bag sinnBy + Cag yB) sinnaz, 
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les constantes Ayg, ..., Cag étant telles que Von ait, pour toutes 
les valeurs de p et de q, a4 


| 2?B7Aag| < Mpq, very |aP B9Cx8| < mpg, 


les nombres mpq ne dépendant pas de « ni de 8. 

Il semble que l’extension, par nos méthodes, de ce théoréme aux 
fonctions de plus de deux variables réelles, ne présenterait d’autre 
difficulté que des longueurs de rédaction; il serait désirable, et 
nous le souhaitons vivement, qu’un analyste plus habile que nous 
trouve une démonstration rendant intuitives ces propositions si 
simples dans leur énoncé. 


Sur Vintégration des fonctions non bornées 
et sur les définitions constructives ('). 


I. — L’INTEGRATION DES FONCTIONS NON BORNEES. 


Nous allons développer la définition et la démonstration de 
l’intégrale des fonctions non bornées, reprenant un exemple donné 
dans ma Note Sur une condition générale d’intégrabilité (*). 

Soient a, les nombres rationnels compris entre o et 1 rangés en 
série simple d’aprés l'un des procédés connus; on pose 


Ke 


(1) f(a) = Ee-"| e—an| 2. 


Cette égalité définit la fonction f(x) lorsque la série converge; 
lorsqu’elle diverge ou qu’un des termes est infini, la fonction f(x) 
est infinie. L’ensemble des infinis de f(z) a la puissance du 
continu (*). Pour montrer que la fonction f() est intégrable par 
ma méthode, « la seule précaution a prendre est la suivante : 
il ne suffit pas que l’ensemble des intervalles d’exclusion tende 
vers zé€ro lorsqu’on fait varier Uensemble de ces intervalles, il 
faut encore avoir soin, dans chaque choix particulier que l’on 
fait de ces intervalles, d’assujettir leur décroissance asy,mpto- 


(*) Annales de l'Ecole Normale, 1920. 


(*) Comptes rendus, t. 150, p. 508, et Lecons sur la théorie des fonctions, 
Note VI. . 


(*) Voir, par exemple, ma Note Sur les ensembles de mesure nulle (Bulletin 
de la Société mathématique de France, 1913 (plus haut, p. 20), 


—_ 


ss 


a 
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tique a ne pas élre trop rapide (') ». Sans cette précaution, en 
effet, il pourrait se trouver dans les parties non exclues des points 
de divergence de la série, c’est-a-dire des infinis de f(x); la défi- 
nition serait donc inexistante. 

Nous allons prendre, comme il est indiqué dans la Note citée, 
Vintervalle d’exclusion relatif 4 a, égal a = A chaque valeur de « 
faisons correspondre un nombre m tel que l’on ait 


(2) Seance, 


m+i1 
(3) <8 
Posons ae, 
(4) S( 2) = 9m(@) + Ym(e) 


en désignant par 9» lasomme des m premiers termes de la série et 
par 4» le reste. Nous devons, en laissant « fixe, former les sommes 
de Riemann relatives 4 f(x), en tenant compte de |’exclusion des 


= e s i , 
intervalles —5; ces sommes peuvent étre décomposées en deux par- 


ties, lune relative 4 9» et l’autre relative 4 ¢m. La partie relative 
a 4,, est infiniment petite avec e, d’aprés l’inégalité (2); quant a la 
partie relative 4 9m, elle converge lorsque les intervalles de 
Riemann tendent vers zéro, 4 condition de faire abstraction des 
intervalles d’exclusion relatifs aux points singuliers de 4m; mais, 
d’aprés l’inégalité (3), la modification introduite du fait de ces 
intervalles est également infiniment petite avec ¢. On est donc 
conduit a attribuer 4 l’intégrale une valeur égale a la somme (con- 
vergente) des intégrales des termes de la série. 

La démonstration s’appliquerait sans modification appréciable a 
une fonction telle que 


(5) F(a) =2Ze-"0(7— ap) 
avec 

ey 
(6) i hah Nir 


gees lini de ig SC SD 


(1) Note citée. 
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dont la valeur absolue n’est pas intégrable. Il y aurait lieu simple- 
ment ici de remarquer, ce qui était inutile dans le cas précédent, 
que l’on peut, quel que soit m, choisir d’une maniére aussi irré- 
guliére qu’on le désire les intervalles d’exclusion relatifs aux m pre- 
miers points singuliers, la décroissance asymptotique seule restant 
assujettie a des restrictiong analogues aux précédentes. Cette 
remarque revient a constater, par le calcul des sommes de 
Riemann, l’intégrabilité au sens de Riemann de chaque terme de 
la série, considéré isolément. 

C’est pour résoudre des questions précises se rattachant a mes. 
recherches sur les fonctions monogénes non analytiques, que 
j’avais été amené a réfléchir a l’intégration des fonctions non 
bornées et j’aj été constamment guidé par la pensée de cette appli- 
cation; mais, je suis arrivé, entre temps, a exposer les résultats 
essentrels de la théorie des fonctions monogénes non analytiques 
en évitant, au moins formellement, l’emploi de fonctions non 
bornées ('); j’y utilise, par contre, des chemins d’intégration 
d’une nature discontinue trés particuliére. Par l’emploi de tels 
chemins dans le plan complexe, on démontrerait aisément qu'une 
fonction telle que F(x) est la dérivée de son intégrale définie 
et que la valeur que j’attribue a son intégrale peut s’exprimer 
au moyen de la fonction primitive. L’intégration terme a terme 
d’une telle fonction me parait exiger des procédés de raisonne- 
ment, sinon identiques, du moins équivalents a ceux que j'ai 
employés (#). Je n’apergois d’ailleurs pas d’applications simples 
d’un tel résultat; c’est pourquoi je n’ai pas, jusqu ici, développé 
la démonstration de lexistence de l’intégrale, d’aprés ma défini- 
tion, pour une fonction telle que (5); car un tel résultat, si l’on 


(') Voir la Note I de mes Legons sur les fonctions monogénes uniformes 
dune variable complexe. Cette Note renferme une partie des résullats annoncés 
en 1912 comme devant paraitre dans un Mémoire des Acta mathematica, 
Mémoire qui n’a pas été rédigé. 

(7) Silon remplace un intervalle d’exclusion par le demi-cercle situé au-dessus 
de Ow, décrit sur cet intervalle comme diamétre, la valeur de l’intégrale dans le 
plan complexe est modifiée de we~”, e~” étant le résidu relatif & cet intervalle. 
On peut ainsi démontrer que la fonction (5) est la dériyée de son intégrale indé- 
finie, car cette propriété est éyidente si on limite la série 4 un nombre fini de 
termes et les demi-cercles, correspondant aux termes négligés, introduisent. une 
erreur inférieure a we, ¢ étant arbitrairement petit. 


se 


bin 
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n’en donne pas d’applications, n’a pas A mes yeux grand intérét. 

La définition que j’ai donnée peut paraitre arbitraire; elle 
s'impose par la nature du probléme : une fonction ne peut étre 
intégrable que si l’ensemble de ses infinis est de mesure nulle; car, 
le produit de l’infini par zéro étant indéterminé, on peut espérer 
que ce produit a une valeur finie, tandis que le produit de l’infini 
par un nombre fini ne peut étpe qu’infini; or, tout ensemble de 
mesure nulle fait partie d’un ensemble régulier (‘), défini par une 
infinité dénombrable de points fondamentaux et des intervalles 
d’exclusion qui décroissent suivant une certaine loi asymptotique. 
Si lon se place au point de yue d’une fonction donnée a priori, 
abstraitement, et non d’une maniére constructive, on peut se 
demander si les points fondamentaux sont bien déterminés, c’est- 
a-dire si un choix particulier de points fondamentaux se distingue 
des autres choix possibles par des propriétés objectives, comme 
c’est le cas pour les fonctions que je considére,. C’est 1a une ques- 
tion dont l’intérét est peut-étre grand pour les mathématiciens qui 
croient a lintérét de l’étude des fonctions considérées comme 
données arbitrairement sans étre effectivement données, mais 


dont je n’apercois en ce moment aucune application pratique pos- 
sible (?). 


If. — SuR LES DEFINITIONS CONSTRUCTIVES. 


Depuis tantét vingt-cing ans, mes idées sur les définitions cons- 
tructives et les questions connexes ont subi une évolution que je 
n’ai pas dissimulée : j’ai cru devoir, au contraire, y attirer l’atten- 
tion dans la mesure ov il m’a semblé qu’elle pouvait présenter 
quelque intérét scientifique (*). Depuis une dizaine d’années, ma 
doctrine est restée stable; je vais essayer de ]’exposer le plus clai- 


= 
(') Bulletin de la Société mathématique, 1913 (plus haut, p. 20). 


(7) Dans le cas de certains ensembles de mesure nulle a définition asyinptotique, 
le choix des points fondamentaux est arbitraire dans de trés larges conditions; 
cest 1a un point que j’étudie dans un Mémoire sur les ensembles dé mesure nulle 
qui est en cours d'impression dans le Bulletin de la Société mathematique (plus 
haut. p. 38). 

(°) Voir notamment ma Votice de 1912, p. 14, et Ja Preface de la deuxiéme édi- 
tion de mes Lecons sur la théorie des fonctions (1914), 
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rement possible; la principale difficulté que j’y rencontre est que 
certains points me paraissent tellement évidents que je me fais 
scrupule d’y insister; malheureusement, l’évidence est parfois 
subjective. 

C’est un fait d’expérience que l’infini énumérable est le seul 
infini sur lequel tous les mathématiciens sont pratiquement tou- 
jours d’accord (j’entends lorsqu’ils font des mathématiques). 
Certaines suites énumérables particuliéres peuvent étre données 
soit avec une précision absolue (suite des carrés des nombres 
entiers, suite des nombres premiers), soit avec une approximation 
indéfinie (a, peut étre calculé a ¢ prés, quels que soient 7 et ¢). 
On peut, d’autre part, considérer des classes de suites énumé- 
rables, telles que l'ensemble des fractions continues, ou l’ensemble 
des séries de Taylor de rayon de convergence donné, et faire sur 
ces classes des raisonnements mathématiques. Ces raisonnements 
sont, ou bien des raisonnements généraux, tenant lieu de raison- 
nements particuliers sur chaque individu de la classe qui pourra 
étre ultérieurement défini; exemple le plus simple en est une for- 
mule telle que (a-+ 6) (a—b) = a?— 62, ou bien des raisonne- 
ments de probabilités, tels que ceux dont j’ai donné des exemples 
dans mon Mémoire : Sur les Probabilités dénombrables et leurs 
applications arithmétiques ; mais je ne comprends pas le point 
de vue des analystes qui croient pouvoir raisonner sur un individu 
déterminé, mais non défini; tl y a la une contradiction dans les 
termes sur laquelle j’ai plusieurs fois insisté. 

Si je mentionne cette divergence de points de vue, bien qu’elle 
soit d’un intérét surtout théorique (car, en définitive, personne n’a 
jamais considéré un étre mathématique dont la définition complete 
elit exigé un nombre infini de mots), c’est qu’elle ne me parait pas 
étre sans rapport avec l’attitude pratique que prennent les mathé- 
maticiens dans l’orientation de leurs recherches. 

Les uns s’intéressent surtout aux questions générales, d’autres 
aux problémes particuliers; certains, enfin, voient dans les 
méthodes. générales, non une fin en soi, mais un moyen pour 
résoudre quelques questions particuliéres. Pour nous borner a la 
théorie des fonctions, l’étude des fonctions particuliéres et celle 
des théories générales ne doivent étre négligées ni l’une ni l'autre; 
mais on peut cultiver les théories générales pour elles-mémes ou 
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en yue d’applications particuliéres. Il est évident que celui méme 
qui cultive les théories générales en elles-mémes ne peut espérer 
les appliquer a une fonction qui ne sera jamais construite; en ce 
sens, tous utilisent plus ou moins la méthode constructive ; mais la 
difference pratique entre les uns et les autres me parait néanmoins 
trés grande. Ceux que j’appellerais volontiers les adeptes de la 
méthode constructive s’attachent spécialement a l’étude des fonc- 
tions construites par certaines méthodes qu’ils regardent comme 
simples et naturelles; c’est 4 ces fonctions et a ces procédés de 
construction qu ils adaptent leurs démonstrations. Si, par la suite, 
on se trouve amené. a considérer des procédés de construction 
nouveaux, ils seront amenés 4 compléter ou méme a modifier leurs 
théories; c’est 1a, pour eux, un inconvénient réel et inévitable, 
auquel échappent les géométres de l’autre école. Par contre, les 
démonstrations et les méthodes a objectif plus limité sont généra- 
lement plus simples et mieux adaptées a leur objet, plus aisément 
utilisables dans les applications; il arrive, d’autre part, le plus 
souvent que, lorsqu’on veut en arriver effectivement a l’application 
numérique, les méthodes en apparence plus générales de |’école 
non constructive exigent un effort d’adaptation équivalent a celui 
qui fut nécessaire pour la méthode constructive. 

Enfin, sila méthode constructive a été judicieusement appliquée, 
c’est-a-dire si les procédés de construction considérés comme 
simples et naturels ont été bien choisis, il arrivera souvent que, 
dans la pratique, les résultats obtenus auront une -généralité aussi 
grande qu’il est souhaitable, au moins pendant de nombreuses 
années. Comme exemples de choix qui me paraissent avoir été 
heureux, je me permettrai de citer les résultats que j’ai obtenus 
sur les fonctions entiéres a croissance réguliére et sur la sommation 
des séries divergentes par la méthode exponentielle. Dans l’un et 
dans l’autre cas, la catégorie d’étres analytiques auxquels s’ap- 
pliquent ces résultats est infiniment restreinte, si l’on se place au 
point de vue abstrait. En fait, les seules fonctions entiéres nou- 


. 


velles découvertes depuis vingt ans, a sayoir les fonctions entiéres 
définies par les équations différentielles de M. Painlevé, sont a 
croissance réguliére, et la méthode de sommation exponentielle a 
vu le champ de ses applications s’accroitre beaucoup en ces der- 


niéres années; tout récemment encore, M. Norlund est arrivé, par 
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des formules qui en dérivent, a des résultats de grande importance 
dans la théorie des équations aux différences finies. 

Une théorie de la mesure et de ]'intégration qui s’appl \querait 
aux fonctions que M. Baire appelle « de classe finie » et aux 
ensembles correspondants serait, dans la pratique, trés suffisante 
pour l’enseighement élémentaire et méme pour la plupart des cher- 
cheurs. C’est cette théorie que j’ai voulu édifier dans mon Mémoire 
de 1912; j’y traite des cas plus généraux, mais j’indique aussi que 
les démonstrations ‘sont trés notablement simplifiées lorsqu’on 
introduit ces restrictions ; il m’a paru inutile, pour éviter des 
redites, de développer explicitement ces démonstrations simpli- 
fiées; elles sont aisées a rétablir. Cette exposition didactique me 
parait devoir étre, comme je le dis dans la Préface de la deuxiéme 
édition de mes Legons sur la théorie des fonctions, une intro- 
duction a l’étude des belles recherches de M. Lebesgue (voir 
notamment 410 et 14). Je ne prétends d’ailleurs pas étre arrivé du 
premier coup a la forme didactique qui deviendra classique et 
pourra prendre place dans les Cours élémentaires de calcul diffé- 
rentiel et intégral; j’espére du moins que mon Mémoire contri- 
buera utilement a la simplification sans laquelle une théorie neuve 
ne devient pas classique. Ces simplifications résultent de l’emploi 
des domaines que j’ai appelés élémentaires (rectangles dans le cas 
de deux dimensions) et simples (nombre limité de domaines élé- 
mentaires) et aussi du fait que, en n’opérant que sur des poly- 
nomes, on n’a a considérer que des domaines algébriques pour 
lesquels de nombreuses complications a priori possibles se 
trouvent exclues ('). 

La propriété fondamentale de l’intégrale est, a mes yeux, de 
donner la valeur moyenne.d’une fonction dans un domaine ou sur 
une ligne ; cette interprétation W’une intégrale comme une valeur 
moyenne fut celle des fondateurs du calcul intégral; elle est ala 
base des plus importants travaux dé Cauchy; depuis, les divers 
théorémes de la moyenne et leurs généralisations n’ont pas cessé 
d’étre parmi les principales applications du calcul intégral. En 
particulier, c’est comme une valeur moyenne que se présente en 
général l’intégrale définie dans les applications a la Mécanique et 


(') Vour plus haut, p. 9. 
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ala Physique mathématique. Sans méconnaitre Vimportance du 
point de vue qui définit l’intégration comme I’opération inverse 
de la dérivation, et sans mésestimer les profondes recherches par 
lesquelles M. Lebesgue et M. Denjoy sont arrivés a résoudre dans 
tous les cas le probléme inverse de la dérivation, je continue 
a penser que les propriétés les plus importantes de l’intégrale 
définie sont celles qui se rattachent a la notion élémentaire de 
moyenne arithmétique; c’est a ces propriétés que conduit direc- 
tement le mode d’exposition que j’ai adopté. Il n’y a aucune diffi- 
culté, dans les cas simples, 4 rattacher l’intégrale ainsi définie aux 
fonctions primitives; si l’on veut arriver a traiter dans tous ses 
détails et toutes ses complications le probléme général de la 
recherche des fonctions primitives, il est vraisemblable qu’on ne 
pourra pas échapper a des difficultés équivalentes a celles qu’ont 
surmontées M. Lebesgue et M. Denjoy. 

Le mode d’exposition que j’ai adopté ne s’applique pas aux 
ensembles qui sont mesurables sans étre bien définis; pour tenir 
compte des résultats obtenus en 1917 par MM. Souslin et Lusin, il 
ett fallu rédiger d’une maniére légérement différente quelques 
phrases du Mémoire cité. Mais il n’en résulte pas qu’il n’y edt pas 
intérét particulier a traiter a part les ensembles mesurables B, du 
moment qu’on peut les traiter d’une maniére plus simple, car 
presque tous les ensembles quel’on rencontrera rentrent dans cette 
catégorie. C'est ainsi que la découverte de fonctions continues 
dépouryues de dérivées n’empéche pas l’étude des fonctions conti- 
nues pouryues de dérivées de tenir une grande place dans les cours 
d’analyse. De méme, en démontrant |’existence de fonctions mono- 
génes non analytiques, je’n’ai jamais pensé que la théorie des fonc- 
tions monogénes analytiques cesserait de devoir étre enseignée et 
étudiée. 

C’est ainsi qu’il faut, 4 mon avis, comprendre l’emploi de la 
méthode constructive. Pour reprendre comme exemple ma théorie 
de l’intégration des fonctions non bornées, je lai construite, 
comme je l’ai indiqué, ayant en vue certaines catégories de fonc- 
tions bien déterminées, dont j’avais besoin pour un but spécial; je 
crois que son champ d’application est notablement plus étendu ; 
mais je ne pense pas qu'elle perdrait nécessairement tout intérét 
si lon arrivait 4 construire une catégorie spéciale de fonctions 
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auxquelles elle ne s’appliquerait pas. S’il était nécessaire d’intégrer 
ces fonctions, on chercherait 4 batir pour leur intégrale une défi- 
nition, en partarit du procédé méme par lequel elles auraient été 
construites. De méme, si l’on découvre des fonctions entiéres 
ayant un mode de croissance différent de celui que j’ai appelé 
régulier, il sera vraisemblablement ‘possible de construire pour 
elles une théorie analogue a celle que j’ai établie pour les fonctions 
a croissance réguliére. 

On peut juger que mon point de vue est d’un empirisme un peu 
méprisable. I] serait certainement plus noble de traiter d’un seul” 
coup tous les problémes et toutes les questions. Malheureusement, 
méme lorsqu’on peut énoncer des résultats généraux, les diffi- 
cultés particuliéres se présentent dés qu’on veut effectivement en 
arriver au détail des applications. Cela tient, au fond, a ce que, 
dés qu’on veut approfondir une question analytique quelconque, 
on se trouve trés rapidement arrété par la considération du trans- 
fini. Cette difficulté se présente dans la notion en apparence la 
plus élémentaire, dés qu’on quitte le domaine de l’algébre, la 
notion du nombre irrationnel quelconque. 

J’ai déja indiqué en plusieurs occasions comment l’introduction 
d’un seul nombre irrationnel pouvait renfermer en germe les diffi- 
cultés analytiques les plus compliquées; de tels résultats ont été 
parfois interprétés comme tendant a prouver qu’on ne peut pas 
écarter ces difficultés; ils devraient plutét mettre en garde contre 
cette idée trop répandue, qu’on sait ce que c’est qu'un nombre 
irrationnel quelconque. En réalité, nous ne connaissons que ceux 
des nombres irrationnels que nous savons construire par des pro- 
cédés déterminés, et, dans toute recherche ou interviendra la 
nature arithmétique de ces nombres, il nous faudra limiter les 
procédés de construction que nous aurons le droit d’utiliser, sous 
peine d’ouvrir la porte a des difficultés transfinies. I] en est de 
méme pour les fonctions entiéres croissantes, pour les séries de 
Taylor, pour les séries trigonométriques, pour les fonctions ortho- 
gonales, etc. La complication apparente qu’il y a a suivre pas a pas 
les méthodes constructives et a leur adapter les théories etles pro- 
cédés de calcul est en réalité une simplification lorsqu’on en vient 
aux applications. Je ne conteste pas, bien entendu, lutilité des 
théories générales et des synthéses hardies; elles sont souvent trés 
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fécondes, assouplissent toujours lesprit et le guident dans les 
applications de la méthode constructive; mais, A mes yeux, elles 
sont un moyen et non une fin en soi. J’ai exposé‘ce point de vue, 
il y a plus de vingt ans, 4 propos de la théorie des ensembles, dans 
la Préface de mes Lecgons sur la théorie des fonctions; je n’ai pas 
varié sur ce point. 

Je voudrais, en terminant, par une citation d’une phrase écrite 
depuis longtemps, préciser le point de vue auquel je me suis tou- 
jours placé pour apprécier les faits mathématiques; je sais que ce 
point de yue ne peut pas étre logiquement imposé a l’adhésion de 
tous; mais, comme je le crois juste, je tiens d/autant plus a le 


* signaler quand loecasion s’en présente. 


I] s’agissait de l’affirmation d’Euler, d’aprés laquelle les géo- 


2 . . I pt 
métres ne se tromperaient pas en attribuant la valeur - ala série 


divergente 
fe ae et ine 


M. Pringsheim avait formé un exemple dans lequel affirmation 
d’Euler était en défaut; il va de soi que tout analyste moderne 
formerait aisément de nombreux exemples de ce genre et que je ne 
Vignorais pas lorsque j’avais repris pour mon compte l’affirmation 
d‘Euler. Voici maintenant la conclusion a laquelle j’arrivais, aprés 
une discussion inutile a reproduire ici (') : 


« Pour prouver donc que l’affirmation d’Euler est fausse, en se 
placant au point de yue d’Euler, il faudrait fournir l’exemple Wun 
géométre qui, nayant aucune préoccupation relative aux 
séries divergentes et a la légitimité de leur emplot, a trouvé, 
dans des calculs ayant pour objet des recherches d’un ordre 
tout différent, une série pour laquelle la régle d’Euler est en 
défaut. 

» Tant qu’on n’aura pas fourni un tel exemple, on pourra dire 
que cette regle est exacte, au point de vue pratique et expéri- 
mental, puisque, depuis un siécle, elle n’aurait trompé aucun des 
géométres qui l’auraient appliquée, sauf ceux qui se seraient pré- 
cisément proposés comme but de Ja mettre en défaut; ceux-la, non 


(1) Lecons sur les series divergentes, p. 8 (3). 
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plus, n’auraient d’ailleurs pas été trompés, puisqu'ils savaient a 
Yavance le but vers lequel ils tendaient. » 


Jajouterai que ceux-la méme qui ne seraient pas entiérement 
daccord avec moi sur ce point de vue initial ne peuvent contester 
la rigueur et importance de la théorie des sévies divergentes a 
laquelle il m’a conduit et que de nombreux géométres ont déve- 
loppée depuis ames premiers travaux. D’une maniére analogue, 
ceux-lai méme qui considéreraient comme défectueuse, en raison de 
son défaut de généralité, ma définition de lintégrale des fonctions 
non bornées, ne me paratssent pas pouvoir contester la rigueur et 
Putilité mathématique des déductions qui ont été ou qui seront . 
tirces de cette définition par ceux qui se seront placés 4 mon point 
dle vue. 


ee 
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LA THEORIE DE LA CROISSANCE ET LE ROLE 
DES CONSTANTES ARBITRAIRES. 


Généralités. 


La rapidité de la croissance des fonctions est une de leurs pro- 
priétés les plus importantes; la classification compléte des modes 
de croissance souléverait des difficultés transfinies; fort heureuse- 
ment, la construction naturelle des fonctions conduit toujours a 
des modes de croissance simples, dérivés du type exponentiel. 
Cette importance spéciale du type exponentiel est mise en évidence 
par la théorie des fonctions entiéres (2) et par celle des séries 
divergentes (3); c’est sur elle qu’est basée la théorie générale de 
la croissance (7). Il convient d’observer que si l’on se reconnait 
le droit de construire des fonctions a partir du nombre incommen- 
surable le plus général, sans se préoccuper de savoir s'il est bien 
défini, on réintroduit toutes les difficultés transfinies entrainées 
par les croissances irréguliéres. On peut comparer cette impor- 
tance du type exponentiel et de quelques autres types simples a 
limportance prise dans le régne animal par les vertébrés, ou par 
les insectes. On pourrait concevoir a priort que lévolution ani- 
male aurait pu conduire 4 d’autres types aussi différents des 
insectes et des vertébrés que ceux-ci sont différents entre eux, 
l’étude de ces hypothéses est loin de présenter le méme intérét 
que l'étude des espéces existantes. 

Il serait done désirable de pouvoir démontrer que tous les 
nombres incommensurables effectivement définis d’une maniére 
directe (par exemple au moyen d’équations différentielles algé- 
briques, ou d’intégrales définies) ne présentent pas de singularités 
exceptionnelles au point de vue de la croissance; ceux qui sont 
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définis d’une maniére artificielle (par des séries 4 lacunes, par 
exemple) ne présentent eux-mémes que les singularités qui y ont 
été introduites, et qui sont nécessairement en nombre fini (une 
suite énumérable bien définie fournit évidemment une suite énu- 
mérable de singularités, mais on peut encore dire que cet ensemble 
énumérable de singularités forme une seule singularité pouvant 
étre définie au moyen d’un nombre fini de mots). 

Dans les quelques Notes reproduites ci-aprés, on trouvera 
plutét des problémes posés que des solutions; la question difficile 
de la nature arithmétique des constantes qui s’introduisent en 
analyse est a peine effleurée; c’est seulement par des moyens 
entiérement neufs qu’elle pourra peut-étre étre résolue un jour; 
c’est la une des questions les plus passionnantes et les plus impor- 
tantes des mathématiques. 


Sur la croissance des fonctions définies par des équations 
différentielles (‘). 


1. Considérons une fonction réelle y de la variable réelle x; si 
y augmente indéfiniment quand z tend vers a, on peut se proposer 


d’étudier la rapidité de la croissance de y; on posera | x —a| = = 
& 


et |y|=¢9(s); par hypothése, 9(s) sera une fonction positive 
croissante de la variable positive s. Dans le cas ot y serait indé- 
terminé pour 2 =a, son champ d’indétermination s’étendant ou 
non jusqu’a Pinfini, on pourrait aussi définir une fonction positive 
croissante, dépendant de la rapidité des variations de y. 


2. Relativement aux fonctions positives croissantes, Paul du 
Bois-Reymond a démontré un théoréme important eg ae Etant 
donnée une infinité dénombrable quelconque de fonctions 
positives crotssantes, on peut trouver une fonction positive 
croissante qui crotsse plus vite que chacune d’elles. Le but de 


cette Note est d indique1 un champ étendu d applications dont ce 
théoréme parait susceptible. 


(1) Comptes rendus, t. 128, 20 février 1899, p. 4go. 
(*) Four mes Legons sur la Théorie des fonctions, Note I. 
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E 3. Considérons, pour fixer les idées, une équation différentielle ale 
_obtenue en égalant a zéro un polynome quelconque en x,y, 4", ne 
vy"; @ coefficients entiers, et une intégrale réelle y de cette a 
_- €quation, définie par des conditions initiales rationnelles quel- ve 
— conques Lo, Yo, ¥y; Yo. Lorsque 2 varie sur l’axe réel a partir. Se 
de xo, y variera d’une maniére continue et sera déterminé, jusqu’a diet eee 
ce que l’on atteigne un point singulier a. A ce point singulier, 
nous pouvons, d’aprés ce qui précéde, faire correspondre une af 
fonction positive croissante 9(z), bien déterminée. 
: Or il est clair que l'ensemble des fonctions 9(%) qui peuvent 
ttre définies ainsi est dénombrable; il existe donc une fonc- 
tion ®(z) qui les dépasse toutes par la rapidité de sa croissance. ae 
. En d’autres termes, tl existe une fonction ®(z) ayant la pro- ea 
—spriété suivante : Toute fonction o(z), obtenue comme il vient ae 
d’étre dit, crott moins rapidement que'®(3). = 

On verrail trés aisément que, si les coefficients de )’équation ama 
différentielle, ou méme seulement les valeurs initiales, n’étaient 
plus assujettis a la condition d’étre rationnels, on pourrait, étant 
donnée a priori une fonction guelconque (2), obtenir une es 
fonction y, telle que la fonction correspondante 9(z) croisse plus . 
vite que ®(z) (‘). Cette remarque était nécessaire pour justifier ro 

- Ja restriction que nous imposons aux coefficients et aux conditions 
initiales. 

La détermination effective de la fonction ®(z) ne parait pas C 
aisée; c’est cependant quelque chose d’étre assuré de son exis- a: 
tence; un sujet bien précis de recherches nouvelles se trouve ainsi ; 
offert 4 la sagacité des géomeétres. 


4. Il nous parait inutile d’insister sur les généralisations innom- 
brables et extrémement étendues dont est susceptible la proposition 
que nous venons d’énoncer; il suffit, pour y étre conduit, de 
remarquer que toul ensemble dénombrable d’ensembles dénom- 
brables est un ensemble dénombrable. 


5. Etant donné un nombre incommensurable, si on le réduit en 
fraction continue, le n*™® quotient incomplet a, peut étre une 


(1) Voir mon Mémoire sur les series divergentes (Annales de Ecole Nor- 
male, 1899, p. 47; note du bas). i 
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fonction croissante, de n. Sinon, soit 9(n) le plus grand des 
nombres a), 2, .--, @n; la foncsion y(n) n’est pas décroissante. 
On peut se proposer d’étudier la rapidité de la croissance de 9(7) 
pour une classe déserminée de nombres incommensurables. Par 
exemple, il résulte de recherches de Liouville (') que, pour les 
nombres algébriques, la fonction 9(n) croit moins rapidement 
qu’une puissance positive de n. Plus généralement, étant donné 
un ensemble dénombrable quelconque de nombres incommensu- 
rables, il existe une fonction (7) dépassant toutes les fonetions 
de ¢(n) qui leur correspondent; le probléme se pose dés lors de la 
détermination effective de ®(n). On pourrait considérer, par 
exemple, les valeurs que prennent des fonctions y définies plus 
haut, lorsqu’on donne a x des valeurs rationnelles, etc. On pour- 
rait aussi se borner a considérer les logarithmes des nombres 
rationnels, ou des nombres algébriques, etc. 

Jai déja indiqué, a diverses reprises (voir, notamment, Comptes 
rendus, 16 décembre 1895), l’importance de la fonction 9(n) 
dans diverses questions ou interviennent des nombres incommen- 
surables. 


Sur la nature arithmétique du nombre e (*). 
1. Désignons par P(x) un polynome irréductible, de degré n, 
a coefficients entiers et par p et q deux entiers premiers entre 


eux. Il est clair que lon a P(2) = AG A étant un nombre 
q q le 


entier essentiellement différent de zéro, et cette simple remarque 
a conduit Liouville a des conséquences importantes relativement a 
Yapproximation des nombres algébriques par des nombres 
rationnels. On peut aisément étendre ces considérations a l’étude 
de Vapproxamation des nombres algébriques par des nombres 
algébriques; il suffit de remarquer que le résultant de deux poly- 
nomes a coefficients entiers est un nombre entier et que, par suile, 
si les deux polynomes sont irréductibles, la valeur absolue du 
résultant est au moins égale 4 un. Considérons dés lors un nombre 


Tr SC CC O ora 


(*) Comptes rendus, t. 128, 6 mars 1899, p. 596. 
(*) Voir mes Lecons sur la Théorie des fonctions, Chap. Il. 
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algébrique a racine d’une équation’ irréductible de degré n, et 
cherchons a détermiuer les coefficients (entiers) d’une équation 
irréductible de degré r, de maniére qu’une racine 8 de cette équa- 
tion différe de « d’une quantité moindre que le nombre positif 
donné ¢. Nous serons obligé de prendre les coefficients d’autant plus 
grands que « sera plus petit; Je résultat que nous voulons énoncer 
est le suivant : a et r étant donnés, lasomme des valeurs absolues 
des coefficients est constamment supérieure a Met, M et p 
étant des nombres fixes qwil serait aisé de calculer. 

Le théoréme de Liouville est relatif au cas o§ r =1; p est alors 


m 1 . ° . “ cS 
égal A—- On pourrait aussi supposer r variable; il faudrait alors 
8 a P Pp ? b2 


au leu de considérer la somme des valeurs absolues des coeffi- 
cients, considérer cette somme augmentée de r, ou d’une fonction 
positive de r, et l’on aurait des théorémes analogues. 


2. On sait, depuis la publication du Mémoire célébre de 
M. Hermite, que le nombre e ne peut étre racine d’une équation 
algébrique a coefficients entiers. On peut se proposer d’approcher 
du nombre e, soit par des nombres rationnels, soit par des 
nombres algébriques de degré déterminé. On trouve ainsi des 
résultais qui, sans étre identiques 4 ceux que nous venons de 
rappeler, leur ressemblent beaucoup et établissent ainsi un rap- 
prochement curieux entre le nombre e et les nombres algébriques. 

Reprenons, pour fixer les idées, le polynome irréductible P(x), 
de degré n, a coefficients entiers. Si l’on pose, avec M. Hurwitz 
(Comptes rendus, 1893), 
xP-1(1— ©)P(2— @)P...(n—@)?P, 


. I 
h2=—G- 


F(x\=f(x)+f'(z) +f" (2) +..., 
P(x) =Cot+ Cyr + Cyr?+,...+ Cy, 2", 
on obtient 
F(o) P(é) =A + &p, 
A étant un nombre entier esseatiellement différent de zéro, et ¢, 


tendant vers zéro lorsque p augmente. 
Cette formule est tout a fait analogue a celle que nous avons 


appelée q”P (2) =A. Il s’agit seulement d’évaluer l’ordre de 
\ 
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bees de F(0), lorsque p est pris assez =e ‘pour que fool : 


soit inférieur a un nombre plus petit que un, de maniére que 
| A+ ¢, | soit supérieur a un nombre assignable. M. Hurwitz prend 


pour p unnombre premier plus grand que Cy et que n; on cons- _ 


tatera aisément qu ’il suffit que p soit plus grand que n et premier 


avec Cy. Sil’on suppose que les nombres C augmentent indéfini- | 


ment, et que l’on cherche a prendre p le plus petit possible, le cas 
le plus défavorable est évidemment celui ot Cy est le produit 
2.3.5.7.11.13 ...g de nombres premiers se suivant dans l’ordre 
naturel, a partir de 2. Il faut alors prendre pour p un nombre 
premier supérieur aq. La valeur de p fournie par cette considé- 
ration satisfait d’ailleurs, lorsque Co est assez grand (7 est fixe), a 
la condition que nous avons énoncée relativement & Ep. On est 
ainsi conduit au résultat suivant : 

Le nombre n.étant donné, si l’on cherche a déterminer les 
coefficients du polynome P(x) de maniére que P(e) soit infée- 
rieur @ &, la somme de leurs valeurs absolues est constamment 
supérieure & Met, M étant un nombre fixe et » défini par la 
relation - == log log=. (M et & sont des constantes. ) On voit que 


ce résultat se rapproche de cesiiiss nous avons énoncé pour les 
nombres algébriques, bien qu’ici », au lieu d’étre constant, tende 


vers zéro avec €; mais la décroissance de Y est infiniment moins: 


rapide que ste de «. 


3. Il serait aisé de généraliser ce résultat, et bielastee des 
propositions applicables 4 tous les nombres algébriques en e, 
c’est-a-dire racines d’équations dont les coefficients sont des 
polynomes en e a coefficients entiers. Il y aurait lieu de chercher 
4 les étendre aussi dans la direction qui est naturellement suggérée 
par la lecture du beau travail de M. Lindemann et du Mémoire de 
Weierstrass (Sitsungsberichte der Berliner Academie, 1885). 


4, On remarquera, sans qu'il soit nécessaire d’y insister, la 
relation qu’il y a entre les résultats ici obtenus et les sujets de 
recherches que j’ai indiqués dans une Note récente, Des considé- 
rations analogues aux précédentes s’appliqueront toutes les fois 
que Ton aura prouvé qu’une équation ne peut avoir heu, en 
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s’appuyant sur ce qu'un nombre entier non nul différe de zéro 
dune quantité finie. En étudiant de prés la démonstration, on 
constatera que, non seulement elle prouve que le premier membre 
de Péquation considérée différe de zéro, mais qu’elle donne de 


plus une limite inférieure de cette différence. 


La théorie des zéros des fonctions entiéres, dans laquelle. 
d'importants résultats avaient été obtenus par Laguerre et. par 
; M. Poincaré, a été renouyelée par le Mémoire de M. Hadamard,- 
que VAcadémie a couronné en 1892. En m’appuyant<sur les 
résultats de ce Mémoire et sur un théoréme fondamental, donné 
par M. Picard dés 1880, j’ai obtenu une proposition trés générale, 
que jai eu l’honneur de communiquer 4 l’Académie le 12 oc- 
tobre 1896. Il semble que (si l’on se borne a considérer les 
modules des zéros, sans s’inquiéter de leurs. arguments) cette 
théorie se trouve maintenant ébauchée dans ses traits essentiels : 
on doit done s’occuper d’en perfectionner les détails. C’est dans 
Vespoir d’y arriver sur quelques points que jai entrepris les 


recherches résumées dans cette Note. 


L’une des plus grandes difficultés que l’on rencontre dans 
létude des fonctions entiéres provient de linfinie multiplicité des 
types de croissance possibles : les raisonnements applicables a 
tous ces types sont a la fois ardus et difficiles & étendre (*). 
D’ailleurs, ces difficultés ne se présentent pas.seulement lorsqu’on 
considére des fonctions qui croissent extrémement vite; 4 cause 
d’un principe analogue a celui de Vhomogénéité du continu, ily 
a exactement les. mémes difficultés a faire une étude complete 
des fonctions qui croissent plus vite que e” et moins vite que e?7, 
par exemple, qu’a faire l’étude de toutes les fonctions croissantes. 
Aussi, en nous bornant dans ce qui suit aux fonctions enttéres 
de genre fini, nous ne restreignons pas la généralité autant qu'on 


(1) Comptes rendus, t. 126, 24 janvier 1898, p. 321, 


(2) J'ai donné un exemple d’un tel raisonnement dans ma Note du 11 mai 1896 


[voir mes Lecons sur les fonctions entiéres (2), Note I]. 


‘ 
4 Sur les types de croissance et sur les fonctions entiéres (1). 
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pourrait le croire. D’ailleurs, on verra aisément que plusieurs des 
remarques qui suivent s’étendent sans peine au cas général. 

On peut associer & toute fonction entiére une fonction positive 
croissante M(r), égale au maximum du module de la fonction 
entiére pour |z|= 7. L’hypothése que la fonction est de genre fini 
s’exprime par le fait qu’il existe un nombre positif o’ tel que l’on 
‘ait, a partir d’une certaine valeur de r, Mir) <e”.1l y a évidem- 
ment alors une infinité de tels nombres 9’; si p désigne leur mite 
inférieure (qui n’est pas nécessairement atteinte), on dit que la 
fonction est d’ordre apparent p. Si, d’autre part, on désigne 
par a, le module du nem zéro de la fonction, la limite inférieure 9 
des nombres o', tels que la série La,” soit convergente, est dite 
ordre réel,de la fonction. Le théoréme fondamental qui, pour les 
fonctions de genre fini, résume les recherches citées plus haut, est 
le suivant : sauf le cas d’exception unique de M. Picard, 
Vordre réel est égal a Vordre apparent. D/ailleurs, ce cas 
d’exception ne peut se présenter que si l’ordre apparent p est un 
nombre entier. Nous nous proposons de préciser, dans certains 
cas, ce résultat, ou, plus exactement, de préciser les conséquences 
que l’on peut en tirer relativement a la croissance des a,; nous 
poserons a,= 4(n). 

Nous dirons qu’une fonction croissante o(r) appartient au 
type exponentiel s'il existe un nomhee positif 0, tel que, quel que 
soit le nombre positif ¢, les inégalités era o(r)< e”™* soient 
vérifiées 4 partir d’une certaine valeur de r; de plus, s’il en est 
ainsi, nous conviendrohs de dire aussi que loge(r) et e?”) appar- 
tiennent au type exponentiel, 

Avec ces définitions, la premiére proposition que nous avons & 
énoncer est la suivante : Sé la fonction M(r) appartient au type 
exponentiel, tl en est de méme de la fonction 4(n) et récipro- 
quement (a moins que l’on ne se trouve dans le cas de M. Picard). 
On voit que cette proposition permet de préciser beaucoup les 
résultats obtenus sur les a,; en effet, si l'on connait seulement 
Pordre apparent o, sans rien savoir du type de croissance 
de §(7), les circonstances les plus diverses peuvent se présenter; 
car une série peut étre convergente, tout en ayant une infinité de 
termes supérieurs aux termes correspondants d’une série diver- 
gente. Au contraire, si, ordre apparent étant 9, on sait de plus 
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que la fonction 4(n) appartient au type exponentiel, on peut 
1 


1 
affirmer que les inégalités nec an< n? sont vérifiées a 
partir dune certaine valeur den. 

Pour obtenir, dans chaque cas, un résultat aussi précis que 
celui-la, il faudrait étudier d'autres types de croissance; mais 
cette étude longue et peut-étre indéfinie ne semble pas nécessaire 
si l’on remarque que toutes les fonctions croissantes qui s’intro- 
duisent naturellement en Analyse appartiennent au type. 
exponentiel ou a des types s’'y rattachant directement. Cette 
remarque me parait d’ailleurs avoir de l’importance dans bien des 
questions. 

Parmi les types de croissance que l’on peut fabriquer, sije puis 
ainsi dire, mais qui nes’offrent pas naturellement, des types lacu- 
naires sont parmi les plus curieux. Pour faire comprendre ce que 
jentends par la, je vais donner un exemple d’un type lacunaire 
qui se rattache indirectement a la fonction exponentielle. Dans le 
développement en série de e”, ne conservons que les termes dont 
le rang est rn”, n étant un entier; nous obtiendrons une fonction 
croissante 9(Z) qui, pour une infinité de valeurs de x, différera 
extrémement peu de e” (leur rapport sera de l’ordre dé grandeur 
de Vz), mais qui, en général, sera beaucoup plus petite que e”. Si 
l'on suppose x imaginaire, la fonction entiére 9{x) offre la pro- 
priété curieuse de différer extrémement peu de certains poly- 
nomes dans des couronnes circulaires dont |’étendue est trés con- 
sidérable (‘). Cette propriété permet d’étudier avec la plus grande 
facilité la distribution des zéros d'une telle fonction; de plus, on 
voit que, dans ces couronnes, pour toutes les valeurs de 2 qui ont 
méme module, la fonction a sensiblement le méme module, c’est- 
a-dire que le module de la fonction différe trés peu de son 
maximum. 

Enfin, pour ces fonctions et, d'une maniére générale, pour 
toutes celles qui n’appartiennent pas au type exponentiel, le 
cas d’exception de M. Picard ne peut pas se présenter. 


(') Pour préciser, si l’on considére un cercle de centre tixe et. de rayon crois- 
sant, le rapport des aires des couronnes intérieures au cercle, a l’aire du cercle, 
tend vers un lorsque le rayon augmente indéfiniment. 


Me 
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Dans le cas o& une fonction croissante (7 -) n ‘appartient pas au 


type exponentiel, il peut arriver qu’il ope des nombres 9” et. ‘ey oe 
tels que les inégalités er .< g(r) <e soient vérifiées a partir 
d’une certaine ales de r; mais la limite supérieure pa des 
diverses valeurs de 0” ne coincide pas avec la limite inférieure 9 
des diverses valeurs ‘dé o’, On peut alors, en étendant une maniére — 
de parler introduite, mais insuffisamment définie par Paul du 
Bois-Reymond, dire que la fonction a des enveloppes d’ indéler- 
mination exponentielles. En introduisant ces nombres 6 ° et a5 
on peut obtenir, sur les zéros, des résultats assurément moins 
précis que dans le cas du type exponentiel, mais plus précis que 
dans le cas général. Observons aussi que, méme dans le cas du 
type exponentiel, les théorémes qui précédent, comme ‘je Pai déja 
remarqué ailleurs, n’épuisent pas la question. 


Enfin, en terminant, indiquons que les observations ici pré- 


sentées sur les types de croissance, et en particulier sur le réle 
prépondérant du type exponentiel, ne sont pas restreintes aux 
fonctions entiéres. Des observations analogues s’appliqueraient a 
Pétude d’une série de Taylor quelconque; la distribution des zéros 
d’une telle fonction 4 lintérieur de son cercle de convergence 
suit des lois générales analogues a celles qu’on vient de rappeler, 
mais un peu moins simples ('). ; 


Sur quelques fonctions entidres (2). 


J'ai déja eu Voccasion de signaler (*) les singularités qui peuvent 


se présenter dans la croissance des fonctions entiéres et les consé- 
quences qui en résultent pour la distribution des zéros. 


Ayant été conduit a reprendre la question dans mon cours de 


(') Renseignements bibliographiques principaux relatifs a cette Note 


1, Picard, Mémoire sur les fonctions entiéres (Annales de l’Ecole Normale, 
1880). — Laaurerre, Comptes rendus; 1882-1884; OFuvres,t. 1. — H. Soe 
Sur les fonctions entiéres (Bulletin de la Société mathématique, 1883). 
J. Hapamarp, Sur les propriétes, etc. (Journal de Mathematiques, 1893). 
E. Bonet, Sur les zeros des fonctions entiéres (Acta mathematica, t. XX).- 


Du Bois-Rrymonp, Théorie générale des fonctions, p. 209 et 210 de la nes 
tion francaise. 


(*) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXIII, 14 heal: rg07. 
(*°) Legons sur les fonctions entiéres (2), Notes If et IIT. 


Ah, 7 hans 
il ne i eee 
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cet hiver a la Sorbonne, j’ai constaté que l’emploi des séries pré- 
sentant des lacunes fournissait la méthode la plus simple pour 
mettre en évidence, d’une maniére élémentaire, de telles singu- 
larités. Voici comment on peut procéder. 

Prenons comme série type, la série e”; nous poserons 


ot 
Te 
n!} 


e(n)= 


de telle maniére que la série type se présente sous la forme 
eT= 9(0) + 4(1) + 0(2)+...+9(2) + 6(n+1)+.... 


Nous allons étudier la fonction entiére f(z) définie par la série 
a lacunes : 


S(@) = o(20) + 9(m1) + 9( m2) +... + (Mp) + P( Nps) +... 


dans laquelle no, n,, rz, .--, Mp, Npzys, +--+ désignent des entiers 
croissants. 

Etudions tout d’abord les variations de o(n) lorsque z varie au 
voisinage de n. Ona, d’aprés un résultat bien connu,, 


log o(n) = nlogx — logl'(n+1) = nloga — (n+ ;) logn + n+ An, 


° . I . . 
A, tendant vers la limite — ; logaz lorsque n tend vers l’infini. 
Si l’on pose x = n+, il vient 


log o(n) = (an —n— =) logn+n-+ Ay. 


Done si 4 est un nombre fixe inférieur & unité, 9(n) tend vers 
zéro lorsque n augmente indéfiniment, Si a est supérieur a 
l'unité, la partie principale de logg(n) est n loge, c’est-a-dire 

1 
x" loge. 

Ces résultats étant acquis, désignons par « un nombre supérieur 
4 l’unité et supposons que I’on ait, quel que soit p, 


a 
Np+1 = Np: 


Si nous donnons a z Ja valeur nb, 8 étant un nombre compris 


entre 1 et %, @ sera compris entre Np el Nps, et il est visible que le 
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terme du plus grand module dans la série a(z) serale terme of Np). 
De plus, non seulement le module des autres termes sera inférieur 
au module de celui-la, mais il sera complétement négligeable 
par rapport a celui-ld; il suffit de le vérifier pour le terme qui le 
précéde et pour celui qui le suit immédiatement. On a, en. effet, 
en posant © = nb, 

loge(np )= np logxr — (, + x) gloge +p +Any 

log 9 (np+t) = Brp+t log np — (moss =) log np4it Mprit Any), 


log p(Np-1) = Np logxr — (np-1+ *) lognmp—-1+ Np-1 + An,_4) 


1 

et comme Npy, > nF et Mp_y< nF, on voit que o(np4,) est trés 
voisin de zéro, tandis que o(np) est de lordre de x”, et o(Np_s) 
de l’ordre de x”p-. Done f(x) est égal au produit de o(np) par 
1+, ¢ étant d’autant plus voisin de zéro que mp est plus grand — 
(® et « restant fixes). On a, par suite, en supposant pour un 
instant x positif et posant 

S(w) = e*", 
la relation 


1 
xr = np loga — Mp+ > ra A aR 


1 
d’ou l’on conclut, n> étant égal a x® 
» lp § ’ 


Ha gte 


e tendant vers zéro lorsque, « et $ restant fixes, mn, augmente indé- 
finiment. 


Supposons maintenant que l’argument de 2 soit quelconque; 
on obtiendra de méme : 


| f(v) | = lal", 
I 
8 af &. 

Si donc on fait varier x d’une maniére continue de o a Vinfini 
par un chemin quelconque, le module de f(x) pourra étre déter- 
miné d’une maniére précise pour les valeurs de x comprises 


p étant toujours égal a 


entre nf et ne, 8’ et 8" étant deux nombres quelconques assujettis 
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i la seule condition d’étre positifs et compris entre 1 et o, la limite 
supérieure % exclue. Si l'on pose 


’ " u 


I 
eae eee 


le module de f(2) prend ainsi des valeurs comprises entre el*!*T* 


) +E hee . x 
et e'"'** On peut d’ailleurs prendre Bissa,ed otc = 1 et 8" 
aussi voisin que l’on veut de x, de sorte que py” est aussi voisin 


que l'on veut de - =>. Dés lors on voit que |f(«)| est égal 


1 
a 5 
tantot a el”! et tantét adel". 

Il n’est pas superflu d’observer que la fonction f(x), pour des 
valeurs positives de Z, est positive ainsi que toutes ses dérivées; 
cette propriété n’est nullement incompatible avec celle que ‘nous 
venons d’énoncer : pour certaines valeurs de x, le rapport de /(x) 
a e* est trés voisin de un, et, pour d’autres valeurs de 2, le 
rapport de f(z) a ex" est trés voisin de un. 

Etudions maintenant la distribution des zéros de la fonction 
entiére f(x). Au lieu d’employer les méthodes générales, il est 
plus court d’utiliser un théoréme bien connu ('). 


Si Von a, sur un contour C, a Vintérieur duquel (x) et 
(2) sont holomorphes : 


les deux fonctions U(x) et f(x) =2(r)+-4(z). ont le méme 
nombre de zéros a Vintérieur de C. 


I] suffit de prendre, en conservant les notations précédentes, 


Y(r)=9(Np), 

o(2) = f(7)— 9(Np), 
le contour C étant le cercle 
B. 
I 


|x| = n8 


On en conclut que le nombre des zéros de f(v) a Vintérieur du 


(1) Voir Hermite, Cours d’ Analyse, Lecons sur la série de Lagrange. 
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cercle C est égal au nombre de zéros de (x), c’est-a-dire a np. 
Ce résultat est le méme, quelle que soit la valeur de B entre 6. 
et 8”; on en conclut que la fonction f(z) n’a pas de zéros dans 
la couronne comprise entre les cercles Ci, et C), : 


(C4) — fel=ni 


p? 


(cn lahat 


Dans la couronne circulaire comprise entre le cercle C’, et le 
cercle C’,,, la fonction f(z) a np44— Np Z€ros. 

On voit que la distribution des zéros est lacunaire, de la méme 
maniére que la distribution des termes de la série. Les surfaces 
des couronnes circulaires successives comprises entre les cercles C’,, 
Ci, Cay, Chay, Chay, «+» vont en augmentant indéfiniment; mais 
les couronnes renfermant des zéros sont relativement plus étroites 
que les autres, si l’on choisit convenablement §' et 8”; d’une 
maniére précise, en désignant par R’,,.R’,, R,,,, ... les rayons des 
cercles C,, C, C,,, ..., on peut s’arranger de maniére que, 
lorsque p augmente indéfiniment, le rapport 


log Rj, 
logR, 


différe aussi peu que lon veut de a, tandis que le rapport 


logRyss 
log Rp 


différe aussi peu que l’on veut delunité, 


Il est clair qué l’exemple précis que nous avons choisi peut étre 
modifié d’une infinité de maniéres. 


Sur les équations aux dérivées partielles 4 coefficients constants 
et les fonctions non analytiques ('). 


Dans une Note récente (2 décembre), j’ai indiqué un dévelop- 
pement en série des fonctions de deux variables réelles admettant 
des dérivées de tous les ordres, développement dont les dérivées 


(") Comptes rendus, t. 121, 16 décembre 1895, p. 933. 


; 
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représentent les dérivées de la fonction. En cherchant a utiliser ce 
développement pour l'étude des équations aux dérivées partielles 
a coefficients constants, j’ai été conduit a des résultats que je 
publierai prochainement. Je voudrais, dans cette Note, indiquer 
briévement l'un de ces résultats et faire connaitre, en méme temps, 


sur un exemple simple, l’esprit de la méthode que j’ai suivie. 


7 : m 
Désignons par « un nombre incommensurable (‘), tel que — 
i 


étant lune quelconque des réduites du développement de x en 
fraction continue, |’on ait 


(1) | m— nj o. | ok mr ed 
et considérons la série 


2,y)= > amibricosm} x cosn}y, 
i 


dans laquelle a et 6 sont inférieurs a un. Les valeurs de mj, n; 
croissant trés rapidement avec 7, on conclut aisément d’un théo- 
réme de M. Hadamard que la fonction 9 n'est, en aucun point, 
une fonction analytique de x et dey. 

Posons, d’autre part, 


(2) Fe he = aD): 


Il résulte immédiatement des inégalités (1) que la fonction » est 
holomorphe dans tout le plan de chacune des deux variables x 
ety, car la série a triple entrée obtenue en remplagant dans 4 les 
cosinus par leurs développements de Taylor est absolument con- 
vergente, quels que soient x et y. 

Supposons maintenant que nous considérions a priort léqua- 
tion aux dérivées partielles (2), dans laquelle 4 est une fonction 
donnée admettant la période 2x par rapport a & et ay, et que nous 
nous proposions d’en trouver une intégrale 9 admettant la méme 
période et continue, ainsi que ses dérivées pour toutes les valeurs 
réelles des variables. Suivant Ja nature de la fonction 4 et de la 
constante z, le probléme pourra étre possible, impossible ou in- 


('} Au sujet de | existence de tels nombres a, on peut consulter la Note qui 
termine ma These, 


MOREL 8 
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déterminé; ce n’est point ici le lieu d’en faire une discussion 
détaillée, mais un fait important résulte de ce qui précéde : pour 
certaines valeurs de , on peut se donner pour 4 une fonction ana- 
lytique et trouver, comme unique solutton pour ¢, une fonction 
non analytique. Je ne crois pas que l’on connaisse un tel exemple 
d'une fonction de deux variables réelles, qui ne soit analytique er 
aucun point (x, y), et qui s'introduise nécessairement a propos 
d’un probléme tés simple dans l’énoncé duquel ne figure qu’une 
fonction analytique des deux variables. 


Sur les équations linéaires aux dérivées partielles (*). 


On peut établir le théoréme suivant : 


Etant donnée une équation linéaire aux dérivées partielles 
a coefficients analytiques, toute intégrale analytique de cette 
équation est donnée par la formule 


27 
& =f O(a, Uo, 0055 Bint Gi, Be, «os eng ia SO Oe eee 
0 


Dans cette formule z,, 22, ..., Z, sont les variables; 4 est une 
intégrale particuliére dépendant de n+ 2 constantes Q,, dg, ..., 
Gn, 7,2, dont on sait calculer, par les méthodes de Cauchy, un dé- 
veloppement en série; f(«) est une fonction réelle arbitraire de la 
variable réelle a, admettant la période 27 et ayant des dérivées de 
tout ordre dans tout intervalle. 

Lordre de l’équation considérée est d’ailleurs quelconque. 


Sur les périodes des intégrales abéliennes et sur 
un nouveau probléme trés général (2). 


1. Beaucoup de problémes d’Analyse peuvent étre ramenés au 
probléme de la détermination des relations linéaires a coefficients 
entiers qui peuvent exister entre des nombres transcendants; par 
gael ig ge See ee 


(') Comptes rendus, t. 120, p. 677. (Voir pour les démonstrations : Bulletin 
des Sciences mathematiques, t. 19, 2° série, 1895.) 
(7) Acta mathematica, t. 27, 1903. 
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exemple entre les périodes de certaines intégrales elliptiques ou 
abéhennes. C’est ainsi que M. Painlevé a ramené plusieurs pro- 
blémes de la théorie des équations différentielles au suivant : 
reconnaitre si une certaine intégrale abélienne n’a que deux pé- 
riodes ('). 

Je ne prétends pas indiquer ici une solution a cette difficile 
question, qui restera sans doute longtemps encore au-dessus des 
moyens de l’analyse; je voudrais seulement chercher 4 attirer 
attention des géométres sur quelques réflexions simples, qui sont 
peut-étre de nature a suggérer une méthode nouvelle pour aborder 
toute une classe de problémes comprenant celui-ci comme cas trés 


paruculier. 


2. Faisons d’abord quelques remarques générales. Il est évi- 
demment nécessaire que les coefficients constants dont dépendent 
les périodes considérées soient définis d’une maniére précise, et 
non pas connus seulement avec quelque approximation. Or, les 
seuls nombres connus primitivement d’une maniére précise sont 
les nombres entiers; par une infinité de procédés de nature algé- 
brique ou transcendante, on peut, a l’aide des nombres enters, 
définir une infinité d’autres nombres, qui seront, eux aussi, 
connus d’une maniére précise (7). Nous supposerons que l’on a fait 
un choix entre ces divers procédés, c’est-a-dire que l’on en a 
conseryé un nombre limité a l’exclusion des autres. De plus, nous 
supposerons que l’on a choisi un nombre enter N auquel on sup- 
posera inférieurs tous les nombres enters introduits dans les 
calculs, et tel de plus que le nombre des opérations d’une nature 
queleconque, que l’on suppose effectuées sur ces nombres entiers, 
soit inférieur a N. Par exemple, si l’on yeut introduire un nombre 
algébrique, les coefficients et le degré de l'équation qui le définit, 


seront inférieurs a N, ete. 


(‘) Voir, par exemple, ses Lecons de Stockholm. 


(2) Par exemple, on peut définir Jes nombres ¢ et 7 par les relations 
al +@ 
dr / dr 
eae —_—_: — aay, 
/ / 2? ' We 
CSG Wik oa tl 3 


Nous donnons ces exemples simplement a titre d'indication. 
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3. ll est clair que Von définit ainsi un nombre limité de 
nombres ; avec ces nombres choisis comme coefficients, on peut 
former un nombre limite dintégrales bee gce de prenilers 


espece 
dx 


——— i __—————_ ; 
Vagx'+ Ga,a%+ 6arx?+ har tay 


et chacune de ces intégrales a seulement deux périodes princi- 
pales, c’est-a-dire périodes primitives de module minimum ('). 
Supposons qu’entre plusieurs de ces périodes convenablement 
choisies, ;, 2, ..., Wy, il y ait des relations linéaires a coeffi- 
cients entiers de la forme 


(1) NU W4 + Mg W2-+ 1303+... + Mg Wg = O. 


Nous pouyons toujours supposer que, parmi les relations linéaires 
ou figurent effectivement w,, @,...,@,, la relation (1) est celle 
pour laquelle la somme 


A= mp miss mg 


ala plus petite valeur. ll y aura ainsi au plus autant de valeurs 
pour A qu’il y a de maniéres d’associer les périodes g ag, ¢ étant 
arbitraire. 

Dés lors, il est. clair que le nombre N étant donné, tl ya un 
nombre limité de valeurs pour A; nous désignerons la plus 
grande d’entre elles par o(N); on aura ainsi 


(2) AS@(N). 


Si la fonction 9(N) était connue, le probléme qui consiste a 
reconnaitre sil peut exister une relation telle que (1) entre des 
périodes @,, @2,..., g se trouverait décomposé en un nombre 
limité de problémes plus simples : reconnattre si la relation (1) 
est vérifice, les nombres entiers m,, my, ..., mg élant données, 
et les nombres w,, 2,...+, Wq élant définis par des conditions 
transcendantes. 


Si, en calculant avec approximation le premier membre de 


(") Voir, par exemple, Jonpan, Cours d’Analyse, 2° édition, t. II, p. 338. 
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la relation (1) on trouve que sa valeur est strement différente 
de zéro, on est certain que la relation (1) n’a pas lieu; il n’y a 
doute que si l’on trouve une valeur de plus en plus voisine de zéro 
a mesure que l’on pousse plus loin l’approximation. 

Il est bien certain que, si la quantité 


(3) My, W4-+... + Mg We 


est différente de zéro, on s’en apercevra sirement au bout d’un 
nombre limité d’opérations ; mais ce nombre limité ne peut pas 
étre fixé d’avance. 

Voici ce que l’on peut dire a ce sujet: considérons toujours 
les quantités w, en nombre limité, que nous avons définies, et 
choisissons de toutes les maniéres possibles les entiers positifs 
ou négatifs m;, tels que A soit inférieur a o(N); nous définissons 
ainsi un nombre limité de quantités (3); si nous désignons par 
(N) le module de la plus petite d’entre elles, en excluant celles 
qui sont nulles, on aura stirement 


| myWy+...+ Mqgwg|2U(N) 


dans le cas ow Ja relation (1) n’est pas satisfaite. Done la connais- 
sance des deux fonctions 9(N) et ¥(N) permettrait de résoudre 
strement le probléme qui nous occupe, par yn nombre limité 
d opérations, fixe davance. 


5. Je ne suis malheureusement pas en état de proposer une 
méthode qui permette d’obtenir ces deux fonctions ; de sorte que 
les remarques précédentes substituent simplement a un probleme 
trés difficile un autre probléme qui ne parait pas moins difficile. 
Mais ce nouveau probléme me parait présenter un trés grand in- 
térét_ en lui-méme et avoir une portée trés générale ; c’est ce que 
je voudrais indiquer ici trés briévement, en omettant les généra- 
lisations pour ainsi dire illimitées que l'on pourrait ajouter aux 


considérations précédentes. 


6. Lorsque lon définit un nombre entier déterminé au moyen 
de nombres entiers en nombre fini et d'opérations arithmétiques, 
il est toujours possible de fixer d’avance une limite supéricure 


du nombre défini en fonction de ceux (qu servent ale définir; on 
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peut exprimer ce fait en disant que la puissance des opérations 
arithmétiques est connue et limitée. 

Il en est de méme pour certains procédés algébriques de nature 
bien plus compliquée ; par exemple, si un nombre entier est défini 
comme étant le quotient incomplet de rang déterminé du dévelop- 
pement en fraction continue d’un nombre algébrique donné, on 
sait limiter ce nombre au moyen des données ; a savoir : les coef- 
ficients de l’équation qui définit le nombre algébrique, le degré 
de cette équation et le rang du quotient incomplet. 

Ceci peut étre étendu, comme je l’ai montré, au cas ot |’on 
adjoint le nombre e au domaine de rationalité (‘). 

Dans ces divers cas, il est d’ailleurs évident que l’on doit tou- 
jours s’arranger pour définir un nombre unique ou tout au moins 
des nombres en nombre limité; peu importe, d ailleurs, le procédé 
plus ou moins artificiel par lequel cette limitation est obtenue. 

Le principe général sur lequel je voudrais attirer l’attention et 
qui est évident d’aprés les considérations précédentes, c’est que 
les divers procédés transcendants par lesquels on peut définir des 


nombres entiers ont aussi une puissance limitée ; c’est ainsi que 


Yon peut traduire le fait de l’existence de la fonction 9(N); il fau- 
drait déterminer cette fonction pour limiter effectivement cette 
puissance ; c’est la le probléme que je tenais 4 signaler a cause de 
son caractére trés général et de importance qu’il me parait avoir 
au point de vue des principes. 


Sur approximation, les uns par les autres, des nombres 
formant un ensemble dénombrable (*). 


{. Etant donné un ensemble dénombrable E de nombres réels, 
nous ferons correspondre 4 chaque nombre de l’ensemble un en- 
tier positif h que nous appellerons hauteur de ce nombre dans E 
et tel que chaque valeur de A corresponde a un nombre limité de 
nombres de E. Une telle correspondance peut étre obtenue d’une 
infinité de maniéres; dans chaque cas particulier, on devra sup- 
poser qu’on a choisi une correspondance déeterminée. Par exemple, 


% 5 c a Se IS : : ) i. . 
si ’on considére ’ensemble des nombres a pet g étant entiers et 


1 Y 20 pp ~ ‘ W ee oe 
(') Comptes rendus, t. 128, 6 mars 1899, p. 996. Voer plus haut, p. roe. 
2 Y f . , * © ; 
(7) Comptes rendus, t. 136, 2 février (903, p. 


297. 


‘ 
ee - 
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premiers entre eux, on pourra prendre pour h la somme |p|+|q]; 
si l'on considére l'ensemble des nombres algébriques réels, on 
pourra prendre pour h la.somme du degré et des coefficients (en- 
tiers sans facteur commun) de )’équation irréductible que vérifie 
le nombre algébrique. 

Désignons par x, et 2, deux nombres de E, par h, et A, leurs 
hauteurs; comme il y a un nombre limité de nombres de hau- 
teur A, et un nombre limité de nombres de hauteur hg, il est clair 
quw il existe un minimum pour la valeur absolue de x, — #2; en 
d’autres termes, z/ existe une fonction ¢(h,, hy), toujours positive 
et telle que l’on ait 
(1) |a1— 22| > p(hy, he). 


Je me propose de résumer d’abord quelques recherches, que je 
publierai prochainement, relatives a la détermination effective 
de la fonction 9(A,,h2) pour certains ensembles E; j’indiquerai 
ensuite quel intérét il me paraitrait y avoir a la déterminer dans 
des cas de plus en plus généraux. 


2. Considérons d’abord |’ensemble E des nombres algébriques ; 
soient 2, et deux éléments de E, de hauteurs h, et hz, f,(x) =0, 
J2(xv) = 0, les équations irréductibles vérifiées respectivement 
par xz, et 2». Le résultant R de f,(z) et de f.(#) est un nombre 
entier; sa valeur absolue est au moins égale a1; d’autre part, 
R est le produit de (x, — x2)? par des facteurs dont on peut aisé- 
ment obtenir une limite supérieure en fonction de hy et ho, car 
les degrés et les coefficients des polynomes Jfi(x) et fo(x) sont 
limités supérieurement en fonction de h, et hg. On obtient ainsi, 
pour chaque définition de la hauteur, une expression de la fonc- 
tion o(hy, hy). 

On arrive aussi a un résultat explicite pour l’ensemble E’ des 
nombres algébriques obtenus en adjoignant le nombre e au do- 
maine naturel de rationalité ; l'ensemble E’ comprend l’ensemble E; 
il suffit d’employer la méthode que j’ai indiquée dans ma Note du 
6 mars 1899. 

Les ensembles E et FE’ constituent des corps algébriques, c’est- 
a-dire contiennent tous les nombres qui peuvent étre algébrique- 
ment définis au moyen de leurs éléments; au point de vue des 
applications, les résultats relatifs a des nombres formant ainsi un 
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corps, présentent un intérét particulier, comme on s’en rend facile- 
ment compte. — 


3. Dans les travaux antérieurs sur l’approximation des incom- 
mensurables, on supposait que le nombre 2, appartenait 4 un. 
ensemble E,, le nombre x, a l’ensemble E, des nombres ration- 
nels, et l’on cherchait une limitation asymptotique de 9(/h,, ha) 
lorsque, A, étant fixe, hy croissait indéfiniment : tels sont les 
résultats de Liouville, de M. Maillet, de M. Stérmer; dans ma 
Note précitée, j'ai étudié le cas d’un ensemble E formé des 
nombres algébriques, mais j’ai supposé aussi 2, fixe et cherché 
seulement une limitation asymptotique de 9(h,,h2); pour les 
applications, il y a un grand intérét a se placer au nouveau point 
de vue que je viens d’indiquer, car une inégalité asymptotique 
est souvent peu utile lorsque l’on ne sait. pas & partir de quelle 
valeur de la variable elle est vérifiée. 

Indépendamment des applications qui peuvent étre suggérées 
par les travaux que je cite a la fin de cette Note, la détermination 
effective de la fonction o(h,, h,), dams des cas de plus en plus 
étendus, me parait avoir un certain intérét au point de vue des 
principes. Si l’on construit l’analyse en partant de lunité, la défi- 
nition d’un nombre quelconque exige un certain nombre d’opé- 
rations élémentaires, de nature algébrique ou transcendante (une 
opération transcendante étant, par exemple, celle qui, de a, per- 
met de déduire loga, sina, pa); si l’on considére un ensemble E, 
de nombres obtenus au moyen de certaines opérations, la hau- 
teur A d’un nombre 2, telle que nous l’avons définie, est en relation 
simple avec le nombre d’opérations élémentaires au moyen des- 
quelles on peut définir 2; la formule (1) exprime, en quelque 
sorte, une relation entre ce nombre d’opérations et Ja densité des 
nombres x qu’elles permettent de définir. 

Signalons, en terminant, qu’il pourrait y ayoir parfois intérét a 
désigner la hawteur par un nombre complexe a plusieurs unités 
principales; considérons, par’ exemple, l'ensemble des nombres 
que l’on déduit de Panité au moyen : 1° d’opérations algébriques 
élémentaires ; 2° de lopération log. On pourra désigner par A le 
nombre d’opérations algébriques, et par k le nombre d’opérations 
log; la hauteur sera h+-kw et, dans la formule (1), on remplacera 
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e(hy, he) par o(Ai, he, ky, k,). On pourra ainsi obtenir des for- 
mules plus précises. Dans les cas ot l’on préfére la simplicité a 
la précision, il sera toujours possible de désigner par H la hauteur 
de tous les nombres de hauteur A + kw et tels que h-+-& soit 


égal 4 H(!). 
Sur Papproximation des nombres par des nombres rationnels (*). 


1. On sait que, étant donné un nombre réel quelconque a, il 
existe une infinité de systémes d’entiers p et q tels que l’onait 


M. Hurwitz a montré, de plus, que le facteur \/5 ne peut: pas 
étre remplacé par un facteur plus grand, si « est arbitraire. Cette 
proposition et un théoréme que j’ai démontré dans ma Thése, et 
qui joue un rdéle fondamental dans la théorie de la mesure des 
ensembles (voir mes Lecons sur la théorie des fonctions,Chap. Ill, 
et la Thése de M. Lebesgue), entrainent la conséquence suivyante.: 

Considérons un intervalle quelconque, par exemple l’inter- 
valle oSaS1. Il est possible de déterminer une infinité de 
systémes finis de fractions P, ces systémes n’ayant pas d’élé- 
ments communs, et chacun d’eux ayant la propriété suivante : 
tout point de l’intervalle donné est intérieur & l’un au moins 
des intervalles 


fon Tara © Te argh Me na 
] 


gV5. gi V5 


gue l’on peut associer au systéme considéreé (*). 


OQ 1S 


(1) Reaseignements bibliograpbiques relatifs & cette Note : EmiLr Borex, Legons 
sur la théorie des fonctions, Chap. Il, 1897; Comptes rendus, t. 121, p. 933: 
t. 128, p. 4go et 596; Acta mathematica : Sur les périodes, etc., t. 27, p. 213; 
Notice sur ses travaux scientifiques, KXIX; Legons sur les fonctions méro- 
morphes, 1903, p. 101. — EpMonp MaILLeT, Comptes rendus, 1901 et 1902; Bul- 
letin de la Société mathématique, 1902. — CARL STORMER, Bulletin de la Societg 
mathématique, 1900, et Acta mathematica : Quelques propriétés, etc., t. 27, ob 
Yon trouvera quelques autres renseignements. 

(*) Comptes rendus, 4 mai 1903, t. 136, p. 1054, 

(3) La détermination des systémes irréductibles. de cette sorte a étd faite par 
M. Denjoy (Bulletin de la Société mathématique, 191t). 
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Je me suis proposé de démontrer cette proposition directement, 
ce qui fournit une nouvelle démonstralion, extrémement simple, 
du théoréme de M. Hurwitz et donne, de plus, une détermina- 
tion effective des systémes dont l’énoncé précédent affirme seule- 
ment l’existence. On arrive ainsi au théoréme suivant : 


Tutorime. — Solent « un nombre réel quelconque, A et B des 
nombres réels vérifiant les relations 


p< AY B215A2. 


On peut déterminer des entiers p et q tels que Von att 


I 
g?y5” 


Aca GL <a B. 


poe Se 


Pe 
g 


2. On doit 4 Hermite un résultat fondamental relatifa approxi- 
mation simultanée de plusieurs nombres par des fractions de 
méme dénominateur. Sil’on a nm nombres 4,, 4, --., &n, OM peut 
déterminer des entiers p,, P2,---, Pn, g tels que l’on ait 


pil A gn 
au — Fil (t=1, Dy eery n), 


les nombres A et a ne dépendant que de n. Hermite a donné pour @ 


sy 
la valeur 


et pour A une valeur qu’il est inutile de rappeler et 
que M. Minkowski a remplacé. par une valeur plus avantageuse. 
Jai démontré qu'il n’est pas possible de prendre pour a une 
valeur supérieure @ celle qu’a indiquée Hermite. 

On peut déduire du théoréme d’Hermite une généralisation du 
résultat énoncé en premier lieu, en utilisant l’extension, a l’espace 
an dimensions, du théoréme sur la mesure auquel j’ai fait allusion. 
La possibilité de cette extertsion (sans modification dans la démons- 
tration que j’avais donnée) a été signalée, pour la premiére fois, 
par M. Lebesgue dans sa Thése; M. Lebesgue s’est d’ailleurs 
limité a ce qui était nécessaire aux applications qu'il avait en vue; 
aussi n’est-il peut-étre pas inutile d’énoncer ici le théoréme fonda- 
mental auquel on parvient, sous la forme la plus générale. 


Tutorime. — Soient, dans l’espace & n dimensions, une 
infinité dénombrable d’ensembles fermés (c’est-a-dire tels que 
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chacun contienne son dérivé) E,, Ey, ..., E,, ..., et un ensemble 
quelconque E tel que tout point de E soit intérieur a l’un des Ej. 
On peut, dés lors, choisir parmi les E; un nombre limité 


densembles tels que tout point de E soit intérieur'a Vun 
@euz ('). 


La démonstration peut étre calquée sur celle qui est donnée 
dans mes Lecons sur la théorie des fonctions, p. 42-43. 

Les résultats précédents, joints 4 quelques autres, sont exposés 
avec plus de détails dans un Mémoire qui paraitra prochainement 
dans le Journal de M. Jordan. Les méthodes suivies me 
paraissent d’ailleurs pouvoir conduire a bien d’autres résultats 
dans la Théorie des nombres et I’ Algébre. 


Sur lapproximation des nombres réels par les nombres 
quadratiques (*). 


Les nombres quadratiques sont les nombres de la forme 


aty6b 
i ees oe J 
c 


a, b, c désignant des nombres enters dont les deux derniers 
peuvent étre supposés positifs. Pour rechercher les nombres qua- 
dratiques différant peu d’un nombre donné z, il revient au méme 
de rechercher les nombres de la forme at Vb qui différent peu 
de cx. Sil’on se borne d’abord aux nombres de la forme a+¥b, 
on yoit que, a désignant un entier positif ou négatif, les nombres 
Vb et cx écrits dans le systéme décimal ont des parties décimales 
trés peu différentes. 

On est ainsi conduit aranger les nombres tels que Vb, c’est-a-dire 
les racines carrées des nombres entiers, d’aprés Vordre de gran- 


(1) M. Lebesgue a remarqué que I’hypothése que les ensembles donnés sont en 
infinité dénombrable n’est pas nécessaire. Cette remarque, utile dans certaines 
applications, n’intervient pas dans mes recherches actuelles. 

(2) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXXI, 1g03; on y 
trouvera les Tableaux numériques complets dont un extrait seul est reproduit 
ich 
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deur de leur partie décimale. Ce travail ne présente aucune diffi- 
culté et est méme trés rapide, si l’on fait usage d’une Table de 
racines carrées ; j’ai utilisé celle de Barlow. 

Je publie, sans commentaires, la liste des racines aes 500 pre- 
miers nombres (les carrés parfaits exclus), rangés par ordre de 
grandeur des parties décimales ('); la disposition méme que j’ai 
adoptée suggérera des remarques qu’il est inutile d’énoncer. Signa- 
lons cependant l’existence de lacunes au voisinage des fractions 
irréductibles simples, lacunes d’autant plus étendues que ces 
fractions sont plus simples. 

Parmiles applications d’une telle Table, on peut citer la recherche 
trés aisée de quadratures approchées du cercle et de rectifications 
approchées de la circonférence. Si l’on cherche a insérer dans la 


Table les multiples de =, on trouve que 8zy est trés voisin de 229; 
ona 


4 


8r = 25,132 741 228... 


¥229 = 15,132 7460.. 
On obtient 
10 + 29 


3 ==, FAL OOS Denies 


w= 3,141 5926. ... 


0+ Vip 


environ d’un demi-millioniéme. Si l’on remarque en Yona 


L’erreur commise en prenant pour = la valeur ~~» "9 est done 


229 = 225-+ 4 = 152+ 22, 


on obtient aisément une construction géométrique trés simple de 
Ja valeur approchée considérée, qui peut s’écrire 


5 1 “/15\2 

ahs SV =a) aad 

4 2 2 

Je me propose de revenir sur la question d’approximation des 

nombres réels par des nombres quadratiques ; je me contente de 
signaler ici, en terminant, une difficulté qui se présente lorsqu’on 
veut définir les nombres quadratiques, en général, difficulté ana- 
logue a celle qui résulte de la double définition des courbes algé- 


(*) On n’a reproduit ici que deux pages du tableau correspondant au cas ott les 
trois premiers chiffres décimaux forment un nombre compris entre 160 et 239. 
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briques, en coordonnées ponctuelles et tangentielles et qui se 
présente dans bien d’autres questions. 

Comme nous Il’avons dit, tous les nombres quadratiques sont. 
définis par la formule 


(1) x atvb 
Cc 


ou a, b, c sont des entiers; le nombre x vérifie l’équation du 
second degré 


(2) ceat—racr+a2?—b=o. 


Il est clair que si a, 6, ¢ sont quelconques, les coefficients de 
cette €quation n’auront pas, en général, de facteur commun; si 
on les désigne par A, B, C, on voit que le nombre x défini par 
la formule (1) vérifie une équation de la forme 


(3) Azv?+Br+C=o0, 


dont les coefficients A, B, C sont d’un ordre de grandeur qui est 


’ IT 
le carré de l’ordre de grandeur de a, yb, c. 
Si, inversement, on se donne |’équation (3), on en déduit 
—B+y/B?—4AC 08 
orckaees aee 


a Mer eek ore 


c’est-a-dire une expression analogue 4 (1), mais dans laquelle a’, 
Vb’ et c’ sont de l’ordre de grandeur de A, B, C. Dans le cas oa 
’équation (3) est identique a l’équation (2), lexpression (4) ne 
devient identique a (1) qu’aprés la suppression du facteur 2c 
commun au numérateur et au dénominateur ; mais si A, B, C sont 
quelconques il n’y a pas, en général, de facteur commun au nu- 
mérateur et au dénominateur de l’expression (4). 

I] est clair quw’il n’y a Ja aucun paradoxe, mais simplement la 
nécessité de définir nettement, dans chaque recherche particuliére, 
ce que l’on entend par une irrationnelle quadratique générale ; 
on peut la considérer comme définie par la formule (1) etregarder 
comme cas particulier le cas ou, dans |équation (2), les coefficients 
ont des facteurs communs; ou, au contraire, la regarder comme 
définie par l'équation (3) et regarder comme cas particulier le 
cas ou la formule (4) peut se simplifier par la suppression d’un 
facteur compan a A et B, figurant au carré dans B? — 4 AC. 
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CHAPITRE IV, 


LES FONCTIONS DE VARIABLE COMPLEXE EN GENERAL 
ET LES FONCTIONS PARTICULIERES. 


Généralités, 


Depuis les immortelles découvertes de Cauchy, la théorie des 
fonctions d’une variable complexe est devenue le centre des 
mathématiques, centre vers lequel convergent tous les efforts, 
méme en apparence dispersés, centre d’ou partent les méthodes 
précieuses qui, comme de larges faisceaux lumineux, éelairent 
d’une clarté’nouvelle les parties les plus diverses des mathéma- 
tiques. Qu’il s’agisse de Géométrie, de Mécanique, de Physique 
mathématique, il n’est pas une branche de la science appliquée ou 
les variables complexes ne s’introduisent et ne prennent rapide- 
dement leur place, c’est-a-dire la premiére. Il suffit, pour s’en 
assurer, de relire les admirables Lecons sur la théorie des sur- 
faces, ot Gaston Darboux a résumé lessentiel de l’effort des 
géométres du x1x° siécle, de songer aux travaux d’Hermite sur la 
théorie des nombres, 4 la théorie de |’équation du cinquiéme degré. 
Mais, l’exemple le plus frappant est peut-étre le renouvellement 
de la physique moderne par la théorie de la relativité, qui n’aurait 
certainement pas pris aussi rapidement sa forme sans la conception 
de Minkowski faisant du temps une coordonnée imaginaire. 

Dans les applications les plus élémentaires de l’électricité indus- 
trielle, on sait de quel secours est l'emploi de la variable com- 
plexe pour les calculs relatifs aux courants alternatifs. 

La prépondérance des variables complexes ne doit pas nous faire 
négliger, bien entendu, les autres branches des mathématiques ; 
certaines recherches sur les variables réelles sont indispensables 
pour éclaircir les notions méme de domaine et d’opération fonc- 


{ 
3 
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tionnelle. La théorie des équations intégrales, le calcul fonctionnel 
(18, 19, 20) font grand usage des variables réelles (voir aussi 24); 
mais on peut penser que l’introduction systématique des variables 
complexes introduira, l4 comme ailleurs, plus d’ordre et plus 
d’harmonie. 

Les fonctions d’une variable complexe donnent, plus peut-étre 
que les fonctions de variable réelle, impression d’étre vivantes; 
d’un rameau, ou méme d’un germe unique, elles s’étendent, 
embrassent de leurs ramifications le pian tout entier, s’enroulent 
autour de leurs singularités et finissent par constituer un étre com- 
pliqué dont toutes les parties sont solidaires les unes des autres. Il 
faudrait citer ici presque tous les Volumes de cette collection; je 
dois me contenter de publier sans commentaires quelques Notes, 
qui les compleétent ou les précisent sur quelques points. 


Sur Vinterpolation ('). 


On sait que, pour former une fonction entiére f(z), qui, pour 
Z=4,, dg, ..., prenne les valeurs c,, C2, ..., on calcule la fonc- 
: - es + : 
tion entiére o(2) qui s’annule pour z = a, a2, ..., et Yona 


ue Cn (2) 
(1) f(4) = eer ios 


La seule difficulté est relative 4 la convergence de la série. Dans 
une circonstance analogue, j’ai indiqué (Thése, p. 36) comment 
on peut rendre la série convergente en remplagant 9(z) par 
o(z)4(z); je voudrais présenter sur ce point quelques obser- 
vations. 

Supposons que la fonction 9(z) admette pour zéros les seuls 


(1) Comptes rendus, t. 124, 29 mars 1897, p. 673. Cette Note laisse en suspens 
de nombreuses questions; en particulier, la détermination de la fonction 6(z), 
fort aisée si les a, sont réels, Vest moins s’ils sont quelconques; la méthode 
indiquée raméne alors simplement un probleme d’égalités, f(a,) = Cn, a un pro~ 
blémé d'inégalités |§(a,)|> An, les An étant certaines constantes positives, 

Pendant la correction des épreuves de ce livre, j’ai connaissance d’un intéres- 
sant Mémoire de M. Yoshimoto Okada : On the representations of Functions 
by the Formulas of Interpolation ( The Tohoku Mathematical Journal, t. XX, 
décembre rg2r), ott l’on trouvera en outre des renseignements bibliographiques, 
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points a,, a2, ...; supposons de plus que, parmi les fonctions qui 
admettent tous ces zéros (et qui différent par un facteur exponen- 
tiel), ce soit celle qui croft le moins rapidement (*). Supposons 
enfin que les c, soient tels que la série 


(a) Da 


soit convergente. Dans ces conditions, la fonction f(z) est déter- 
minée si, aux conditions données, on ajoute celle-ci : on veul que 
f(%) soit, parmi les fonctions prenant la valeur c, pour Z=@n, 
celle qui crott le moins rapidement (*). Ainsi nous voyons que 
le probléme indéterminé de linterpolation peut devenir déter- 
miné par l’adjonction d’une condition supplémentaire d’inégalité : 


SE na! 
an 9 (an) 


ceci est analogue a ce que !’on sait dans le cas des polynomes. Mais 
voici la circonstance qui ne pouvait se présenter dans ce dernier 
cas. Regardant les a, comme donnés, supposons que les c, soient 
tels que la série (2) soit divergente; nous serons obligés, alors, 
pour obtenir une fonction f(z), de remplacer o(s) par 9(z) 4(z), 
§(z) étant un polynome ou une fonction entiére suivant les cas; 
lexpression générale des fonctions f(z) pourra alors s’écrire 


c z)A(z 
fa) =D ee a + 8) H (2), 

H(z) étant une fonction entiére arbitraire (pouvant se réduire a un 
polynome) et ici, a,cause du facteur §(z) qui figure dans le pre- 
mier terme, la fonction particuliére f(z), que l’on obtient en 
faisant H(z) =o, ne se distingue pas des autres au point de vue 
de la croissance, ou tout au moins une telle distinction n’apparait 
pas simplement. 

Ainsi, au premier fait que nous avons énoncé : on peut, dans 


(') Cette hypothése, pour étre précisée, demanderait des recherches sérieuses, 
dans le cas le plus général. Mais il ne se présente pas de difficulté dans les appli- 
cations que nous indiquons et qui sont actuellement notre but principal. On 
pourrait aussi comparer la fonction »(z) a celles que Von obtient en la multi- 
pliant par un facteur non exponentiel. 

(7) Voir la Note précédente. Il serait préférable de dire que f(z) est assujettie 


a croitre de la méme maniére que 


(3). 


Qie 
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certains cas, rendre déterminé le probleme indéterminé de 
Vinterpolation au moyen d’une condition d’inégalité, nous 
devons ajouter celui-ci, non moins important : cela n’est possible 
que si les données elles-mémes véerifient des conditions duméme 
genre, 

Or, ces deux remarques paraissent constituer une loi trés géné- 
rale et dont on connait déja de nombreux exemples, sans cependant 
les avoir reliés entre eux. Par exemple, trouver une fonction de 
variable réelle admettant des dérivées données pour z= 0 est un 
probléme indéterminé; on peut le déterminer en ajoutant que la 
fonction est analytique et réguliére dans le voisinage de z=o0, 
mais seulement dans le cas owt les valeurs données des dérivées 
rendent convergente la série de Taylor. 

Jindiquerai aussi le probléme des moments, traité par Stieltjes 
dans son beau Mémoire sur les fractions continues (Annales de 
Toulouse, 1894); ici l’inégalité qui détermine, dans certains cas, 
le probleme, est l’hypothése que les masses sont positives. Ce pro- 
bléme de Stieltjes est d’ailleurs rendu particuliérement intéressant 
par le fait qu’il permet de jeter une lumiére nouvelle sur le réle de 
certaines séries divergentes : c’est la un point sur lequel j’aurai 
sans doute l’occasion de revenir ('). 

Enfin, un autre exemple bien connu nous est donné par les 
séries de Fourier : Jaconnaissance de leurs coefficients permet de 
déterminer la fonction, si l’on sait que celle-ci est développable, 
a condition, bien entendu, que les coefficients rendent la série 
convergente. Le cas ot elle serait divergente, soit en’ certains 
points, soit en tous les points, n’a pas été, je crois, examiné jus- 
qu ici. 

Je vais indiquer briévement, en choisissant, pour fixer les idées, 
ce dernier exemple, la relation qu’il y a entre ces remarques et les 
propriétés des fonctions entiéres. Posons 


+ 7 
fay=f 9(w)et an, 
i= 


et supposons que la fonction g(a) satisfasse aux conditions de 
Dirichlet. Dés lors, si l’on connait les valeurs de f(z) pour z=0, 


(*) Voir mes Lecons sur les sévies divergentes (3). 
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+1, -£02,..., la fonction 9(a) est déterminée et par suite da 


fisted entiére f(z) est connue sans ambiguité. On remarquera Ss 


qu il résulte de lexpression de f(s ) sous forme d’intégrale que 
c'est une fonction a croissance moins rapide que sinms, mais a 
croissance plus rapide que sinz(1—e¢)2, quelque petit que soit €. 
Tout cela est en parfait accord avec les remarques faites au début 
sur les fonctions entiéres. 

Je pense que ces exemples, malgré le peu de développement que 
je pais leur donner ici, auront suffi pour montrer ’intérét qu'il peut 
y avoir a rapprocher de la théorie des zéros des fonctions entiéres 
et du probléme connexe de |’interpolation, les nombreuses ques- 
tions dans lesquelles on se propose de déterminer une fonction par 
des conditions discrétes quelconques. J’espére revenir prochaine- 
ment sur ce sujet dans un Mémoire plus étendu. 


Sur la recherche des singularités d’une fonction définie 
par un développement de Taylor ('). 


Le probléme énoncé dans notre titre fut, croyons-nous, abordé 
directement pour la premiére fois par M. Hadamard, dans sa 
Thése (7). Malgré la beauté des résultats obtenus, ce travail resta 
dabord isolé; quelques années plus tard, M. Fabry reprit et déve- 
loppa la méthode de M. Hadamard, dans une série de savants 
Mémoires (*). Plus récemment, M. Leau et M. Le Roy ont, chacun 
de son cété, étudié la méme question (*), par des méthodes qui se 


rattachent a la fois A mes recherches sur les séries divergentes aver 


et A ?emploi de la représentation conforme, d’aprés M. E. Lin- 
delif (er 

Mon but n’est pas d’aborder a mon tour un terrain ot, comme on 
voit, divers géométres se sont déja engagés avec succes et continue- 


") Comptes rendus, t. 127, 12 décembre 1898, p. toor. 


(*) 
(?) Journal de Mathématiques, 1892. 
{*) Annales de l’Ecole Normale, 1896. — Acta mathematica, t. XXiI. — 
Journal de Mathématiques, i898. 

(*) Comptes rendus, novembre et décembre 18,8, 

(°) Journal de aero 1896, et Comptes rendus, meme année, passim, 
— Acta mothematica, t. XX1. 

(°) Comptes rendus, re — Acta Societatis Fennice, 1898. 
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ront sans doute 4 obtenir d’importants résultats par des méthodes 
variées. Je voudrais seulement présenter quelques réflexions géné- 
rales sur certains de ces résultats (') obtenus en étudiant la nature 
du n“™* coefficient de la série de Taylor, considéré comme fonc- 
tion analytique de n. 

Considérons la série f(s) = Ya, 5” et, pour plus de netteté, sup- 
posons, non seulement que le rayon de convergence est égal a ur, 
mais encore que la série ¥ a,| est convergente. On peut, d’une 
infinité de maniéres, déterminer une fonction analytique (2), 
telle que l'on ait a,=¢(n). L’étude des points singuliers 
de f(z), autres que s =1 et s =o, ne dépend que dela maniére 
dont Y(x) se comporte a Vinfini. Cest une conséquence d’un 
résultat obtenu, dans les Mémoires cités, pour le cas ob U(x) est 
réguliére a l’infini. On pourra méme ajouter qu'il suffit d’étudier 
(a) dans un certain voisinage de l’axe réel positif. 

On peut, en particulier, prendre pour (7) une fonction en- 
tiére, et cela d’une infinité de maniéres. Nous poserons, pour fixer 


les idées, 
= sey. 
z—n 


Cette fonction entiére est, en général, d’ordre (#) égal a un. 
M. Leau a énoncé un résultat intéressant dans le cas oti cet ordre 
est plus petit que un. 

Désignons par (C) un contour entourant le point z= 0, eta 
lintérieur duquel f(z) est holomorphe. Ona 


es. es 
ne ae mcd unt’ 
d’ou 
Ai) Ears ia Se f mu) OC, uw) du, 
en posant 


(—1)? 
Br) => oe 


(1) Voir les Mémoires cités de MM. Fasry, Leau, Le Roy, LInDELOr. 

(?) Vappelle, ici, ordre ce que j'ai appelé ordresapparent dans mon Mémoire 
Sur les zéros des fonctions entiéres (Acta mathematica, t. XX), Il n’y a pas 
intérét ici a le distinguer de V'ordre réel, auquel il est ¢gal, sauf dans le cas 
d'exception de M. Picard. 
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La fonction analytique 9(w, u) s’ exprime aisément par une inté- 
erale définie ;.il y aurait lieu d’en faire une étude approfondie, : en 
la regardant comme fonction des deux variables x et u. 

Désignons maintenant, pour un instant, par Y() une ‘fonction 
réguliére pour x positif, et tendant, ainsi que sa dérivée, vers une 
valeur déterminée, lorsque x tend vers Vinfini @ Vintérieur 
d'une certaine aire. Désignons par T le contour qui limite cette 
aire, supposé renfermer a son intérieur toutes les valeurs réelles 
de x. Ona évidemment 


os ae 
ta eh ho u—n 
et, par suite, 


J (4 )= Sanz ra [es (u,3) du, 


la fonction 9 ayant la signification déja donnée ('). 

On voit quelle relation étroite est ainsi établie entre l'étude des 
singularités de f(z) dans tout le plan et l'étude du point singulier 
essentiel unique de 4(x). On peut dire que ce dernier condense 
en lui seul toutes les singularités de f(s); c’est un résultat ana- 
logue a celui que nous avions obtenu par |’introduction de la fone- 
tion entiére associée (loc. cit.). 

Nous ne pouvons indiquer toutes les applications qui se pré- 
senteraient; signalons celles qui ont trait & un théoréme de 
M. Hadamard, sur les séries de Taylor (Comptes rendus, 
mars 1897). Ce théoréme, que j’ai complété dans une Note 
récente (Comptes rendus, novembre 1898), établit une relation 
entre les singularités des séries Yan 3", Lby 5", Lanbns”. Or, pour 
la fonction entiére f(x) correspondant a cette dente série, on 
peut visiblement prendre le produit des fonctions entiéres corres- 
pondant aux deux premiéres. On sait donc ce que deviennent les 
singularités des séries-de Taylor, lorsque l’on combine les fonctions 
entiéres correspondantes par voie d’addition ou de multiplication. 


(') On peut déduire de cette formule des résultats analogues a veux qui ont été 


indiqués par M, Le Roy au début de sa Note de la derniére séance, mais plus 
généraux. 
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Sur les fonctions de genre infini (‘). 


On sait que, si l’on désigne par M(r) le maximum du module 
d’une fonction entiére pour |z|= Tr, et par ry, re, ..+; Tn, «-- les 
modules des zéros de la fonction, on a, quels que soient n et 7, 
Pinégalité (2) 

I M(r 
(1) POE SS (7) 


MyTeeee Tn rh 


Je me propose d’indiquer quelques conséquences de cette iné- 
galité, dans le cas ot le nombre nm des zéros dont le module est 
inférieur ar est une fonction 4(7) qui croit trés rapidement 
avec r. 

Le nombre des zéros compris entre §(r—t) et 6(r—¢t— dt) 
est évidemment 4'(7 — ¢) dt; on a done, en faisant varier ¢ de 


rh r Or(r—t)de 
ene a eee i | ; 
Tala cde! ne (=) 
c’est-a-dire 


M(r) >T] ( I pig al af ( Sonne 


t 
(— "= 
r 


zéro ar, 


Or, ona 
: | ba 
(2) = og(1—<)} = 


Dés lors, posons 
ye OC7 df= 0y (77) { 6,(r) dr = 0.(7r), Brat 
0 & 


il vient 


[ I 2 
(*] log M(r) > ~6:(r) + 5 O2(r) + GOa(r) +... 


en n’écrivant pas les termes qui correspondent 4 la limite supé- 
rieure (=r, et qui sont négligeables. 


(‘) Comptes rendus, t. 134, 9 juin 1902, p. 1343. 
(2) JunsEN, Acta math., t. XXII, — Perersen, Acta math., t. XXII1. — Eanst 


LINDELOF, Acta Societatis Scientiarum Fennice, t. XXXI, p. 14. On suppose que 
la fonction entiére considérée est égale a l’unité pour z= 0. 


-e 


4, (r); eanet ... croissent bien moins ea ) que 000). Les 


miers termes de la série écrite dans le second membre de (3345 ao 
décroissent donc trés rapidement, et comme, d’autre part,on peut 


arréter ce développement, d’aprés (2), 4 un terme quelconque, 
avec un facteur correctif sans importance, on peut écrire 


ath 


(4) log M7) > ——= (cee), 


e tendant vers zéro lorsque r augmente indéfiniment. On peut 
ajouter que l’ona 


Be(r) 
0(r) 


(5) B= 


d’ou l’on conclut, en général, que ¢ est de lordre de grandeur 
] 
© Togdir) 
On peut écrire aussi, si l’on suppose les fonctions & croissance 
réguliére, 


(6) USE rs f Ur log M(r) yya—e)<a—e)r woe 


e’, e’ vérifiant toujours la relation (6). 

La relation qu’il ya entre lordre de grandeur de la fonction et 
la densité de ses zéros se trouve ainsi établie, ala fois, avec une 
grande simplicité et une grande précision; elle s’exprime par les 
relations (4) et (5); les réciproques s’établiraient d’une maniére 
analogue (voir mes Lecons sur les fonctions entiéres et le 
Mémoire cité de M. Lindelif). 

J'ai tenu surtout a exposer ici la méthode différentielle employée, 


qui me parait pouvoir rendre de grands services dans l’étude des 
fonctions de genre infini. 


(‘) Par exemple, si 6(7) = e@", ona 


(7) <e-76(r), 
0. (r)<e-76,(r). 


oT 


ors 
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Sur la détermination de classes singuliéres de séries de Taylor (1). 


1. Nous dirons que deux séries entiéres en 3 appartiennent & 
la méme classe lorsque les puissances de 3, dont les coefficients 
sont nuls, sont les mémes dans les deux séries. Cette définition est 
un cas particulier de la définition des classes de polynomes 63% 
Une classe de séries entiéres peut étre définie par une suite illi- 
mitée d’entiers positifs croissants : ny, Ng, «-., Mi, «s+, qui sont les 
exposants des puissances de z dont les coefficients ne sont pas nuls. 

Nous dirons qu’une classe de séries est singuliére lorsque 
toutes les séries de cette classe admettent leur cercle de conver- 
gence comme ligne singuliére (ou, plus briévement, sont singu- 
liéres). Le but de cette Note est d’indiquer un cas trés étendu dans 
lequel on peut affirmer qu’une classe est singuliére (*). 


2. Nous donnerons le nom de sous-classe a l’ensemble des séries 
d’une classe telles que les modules de leurs coefficients vérifient 
certaines inégalités (les arguments restant arbitraires). La re- 
marque suivante est fondamentale : dans toute sous-classe, ily a 
une tnfinité de séries singuliéres. Cette remarque se démontre 
comme la proposition connue : une série de Taylor admet, en 
général, son cercle de convergence comme coupure. ‘ 

Nous dirons qu'une sous-classe est impropre lorsque les inéga- 
lités qui la definissent ont la conséquence suivante : toute série de 
la sous-classe est la somme d’une série appartenant a une classe 
moins étendue [ayant plus de coefficients nuls (‘)] et d’une série 
ayant un rayon de convergence plus grand. 


(1) Comptes rendus, t.137, 12 novembre 1903, p. 699. 

(2) Voir mon Mémoire : Sur les séries de polynomes et de fractions ration- 
nelles (Acta mathematica, t. XXIV). 

(*) Le résultat le plus étendu obtenu jusqu’ici, 4 notre connaissance, est dd 4 
M. Fabry : une classe est singuliere si la difference n,,,—n,; augmente indefi- 
niment avec i. Voir, pour historique de la question, et pour tous Jes renseigne- 
rents bibliographiques relatifs 4 notre Note, le remarquable Livre de M. Hada- 
mard : La série de Taylor et son prolongement analytique. 

(*) Il est clair que l’oo entend par 1a qu’il y a une infinité de coefficients qui 
sont nuls; s’il n’y en avait qu’un nombre limite, la différence des deux séries 


serait un polynome. 
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3. Tutorime I. — Pour qu'une classe soit singuliére, il suffit 


que cette classe renferme une sous-classe propre S ayant la 
propriété suivante : une série arbitraire de cette sous-classe S 
étant donnée, il est possible, sans changer son cercle de conver- 
gence, de la compléter de maniére quelle n’admette plus sur 
ce cercle qu’un nombre limité de points singuliers. Par défi- 
nition, compléter une série c’est la remplacer par une autre série 
dans laquelle les puissances de la variable figurant effectivement 
dans la série donnée ont les mémes coefficients que dans cette série 
donnée, les autres coefficients étant quelconques. 

Soit 9(z) une série de la classe considérée; désignons par 4(%) 
une série quelconque de la sous-classe S et posons 


y(Z) = Dajani, 
(zs) = 2 b;2", 
0(2) =a; b; 2%. 


Si nous supposons que, les a; étant fixes, les b; soient assujettis 
aux inégalités qui définissent la sous-classe S, la fonction 4( =) 
appartient & une autre sous-classe S‘; il est done possible de 
choisir les 6; de maniére que la série 4(z) soit singuliére et que le 
rayon de convergence de §(z) soit égal au produit (') des rayons 
de convergence de 9(z) et de 4(z). Les 0; étant ainsi choisis, il 
est possible, par hypothése, de compléter la série (3) de maniére 
a obtenir une série W(z) ayant le méme cercle de convergence 
que 4(s) et n’admettant sur ce cercle que des points singuliers 
isolés. Il est manifeste que chaque coefficient de 4(s) est égal au 
produit des deux coefficients correspondants de o(s) et de W(z); 


de plus, le rayon de convergence de 4(s) est égal au produit des 


rayons de convergence de ces deux séries; dans ces conditions, on 
conclut d’un théoréme bien connu de M. Hadamard que, si 9() 
n’était pas singuliére, §(s) ne le serait pas. Le théoréme I est done 
démontré. 


4. Tutorrme I. — Pour quune classe définie par les entiers 


(*) Crest ici ywintervient 'hypothése que la sous-classe S est propre; la sous- 
classe S’ peut étre impropre. 


er aL ee tis te eR Wee's 
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My, Ng, -+-, Ni, ... SOlt singuliére, il suf fit gwen posant 


6(s) = oles) 


la fonction entiére (') 4(z) soit telle que le maximum M(r) de 
son module pour |s|=r croisse moins vite a Vinfini que e*, 
quelque petit que soit le nombre positif «. 


Soit, en effet, 4(s) une fonction de la classe considérée, définie 
par la formule écrite plus haut; nous supposerons que /(s) a pour 
rayon de convergence l’unité et appartient a la sous-classe définie 
par les inégalités 

| b: | < (log n,;)?. 


Dés lors, si nous posons 


bj 
w(z) = Oe erent 


nous pourrons affirmer que la série du second membre converge et 
que le maximum M,(7r) du module de o(z) croit moins vite 
que e®”, quel que soit ¢; donc la série 


W(z)=Za(m)zsm 


n’admet (*) surle cercle de convergence que le point singulier +-1; 
cette série W(=) n’est autre que la série 4(z) complétée, avec con- 
servation du rayon de convergence; la condition du théoréme I est 


donc bien remplie. 


5. On verrait aisément que le théoréme II entraine la consé- 
quence suivante (*) : pour qwune classe soul singuliére, il suffit 


Vi; . , . ® 
que le rapport ~ augmente indéfiniment avec t. 


(1) Au lieu de la fonction enti¢re 6(z), on pourrait introduire beaucoup d’autres 
fonctions entiéres admettant les zéros ny, n,, ..., 2;,..-, mais il semble que celle 
que nous introduisons donne lieu a des applications plus simples. 

(7) Ce résultat est dé a M. Leau (Journal de Mathematiques, 1899, p. 393). 
Il a ¢té retvouve par M. Georg Faber : Ueber Reihenentwickelungen analy tischer 
Functionen (Inaugural Dissertation, Munich, 20 avril 1902), travail qui renferme 
dailleurs d'autres résultats nouveaux ect intéressants. 

(*) Cet énoncé ne fait peut-étre pas connaitre le cas le plus étendu dans lequel 
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Sur l’étude asymptotique des fonctions méromorphes ('). 


Dans la remarquable Thése qu’il a récemment soutenue (?), 
M. Pierre Boutroux a développé d’intéressantes applications d’une 
méthode dont il avait antérieurement indiqué le principe Key 
Cette méthode n’est pas sans analogie avec celle a laquelle j’ai 
donné le nom de méthode d’exclusion; mais elle est loin d’en 
constituer une extension banale et facile; elle s’en distingue par 
Vintroduction d’un principe entiérement nouveau. Je voudrais 
indiquer un théoréme auquel conduit cette méthode de M, Pierre 
Boutroux, que j’appellerai méthode d’exclusion généralisée. 

Je at d’abord en quoi consiste la méthode. d’exclusion, 
a laquelle jai été conduit par létude des fonctions analytiques 
a Dintérieur d’un espace lacunaire. 

Partant des singularités des fonctions étudiées, on entoure cha- 
cune d’elles d’un domaine qui sera regardé comme exclu du plan; 
le principe de la méthode consiste dans l’évaluation des dimensions 
linéaires et superficielles de ces domaines, d’ou lon conclut l’exis- 
‘tence d’aires non exclues et de lignes dont aucun point n’est exclu. 
La premiére application de cette méthode a lathéorie des fonctions 
entiéres a consisté dans l’extension d’un théoréme important de 
‘M. Hadamard sur le module minimum d’une fonction entiére; 
cette extension, qui précise les valeurs des intervalles dans lesquels 
on peut choisir le rayon d’un cercle sur lequel la fonction n’est 
pas inférieure au minimum fixé, élargit beaucoup le champ des 


: : : Ms 4 n; 
une classe est singuliére; il suffit peut-étre que le rapport — prenne des valeurs 
i 


dépassant tout nombre donné d’avance, ce qui n’exige pas que ce rapport aug- 
mente indéfiniment; mais c’est la un cas trés singulier, au point de yue des appli- 
cations. 

Depuis que cette Note a été publiée pour la premiére fois, M. Fabry a démontré 
quwil suffit pour qu’une classe soit singuliére que la différence n;,,— n; augmente 
indéfiniment. Malgré la beauté et 1a généralité de ce résultat, il ne m’a pas semblé 
que les méthodes indiquées dans cette Note soient dépourvues de tout intérét. 

(') Comptes rendus, t. 138, 11 janvier 1904, p. 68. 

(*) Sur quelques proprietés des fonctions entiéres (Thése soutenue le 24 dé- 
cembre 1903, 4 la Sorbonne). Ce Mémvire paraitra prochainement dans les Acta 
mathematica. 

(*) Comptes rendus, 20 janvier 1902. 


—_— 
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applications du théoréme de M. Hadamard, tout en donnant une 
démonstration trés simple, susceptible de généralisations diverses. 
En fait, de nombreuses applications, qu'il serait trop long d’énu- 
mérer, ont été faites de la méthode a la théorie des fonctions 
entiéres et méromorphes. 

On peut diviser ces applications en deux catégories, suivant que 
Yon y considére simultanément des domaines exclus en nombre 
fini ou infini. Pour les applications de la premiére catégorie, il 
suffit d’utiliser les propriétés fondamentales des notions de lon- 
gueur et d’aire; pour les applications de seconde catégorie, il faut 
faire usage d’un théoréme relatif A la mesure des ensembles sur 
lequel j'ai, a diverses reprises, attiré l’attention (‘). 

La généralisation de M. Pierre Boutroux consiste essentiellement 
a tenir compte, dans |’exclusion des domaines avoisinant les points 
singuliers, de la condensation de ces points, lorsque cette conden- 
sation dépasse lamoyenne; on augmente alors le domaine exclu et, 
par une analyse facile dans le cas d’une seule dimension, plus déli- 
cate dans le cas de plusieurs dimensions (2), on arrive 4 montrer 
que, dans les parties non exclues, la fonction se comporte comme 
st la distribution des singularités était réguliére. 

Ceci posé, il est clair que les applications de la méthode d’exclu- 
sion généralisée pourront aussi étre divisées en deux catégories ; 
M. Boutroux s’est borné jusqu’ici aux applications de la premiére 
catégorie; je voudrais, sans entrer dans le détail de la démonstra- 
tion, donner un exemple des résultats que l’on peut obtenir dans 
les applications de la seconde catégorie. 


TuHeorEME. 


Soit 4(z) la dérivée logarithmique d’une fonc- 
tion entiére d’ordre p; on peut, dans tout angle aussi petit que 
Von veut, tracer une infinité de droites telles que l’on ait, sur 


(‘) Depuis que ceci a été écrit, la définition que j’avais donnée de la mesure 
des ensembles a été universellement adoptéc, ainsi que la définition de Vintégrale 
de M. Lebesgue qui lui est liée. Voir les livres of M. Lebesgue a exposé ses belles 
recherches sur la mesure et sur l’intégration, et aussi le livre de M. de la Vallée 
Poussin (10, 11, 23). En fait, c’est par la méthode d’exclusion que j’ai été conduit 
4 étudier la mesure des ensembles et a modifier les définitions jusqu’alors adoptées. 

(*) M. Pierre Boutroux s’est borné au cas de deux dimensions; il n’y aurait pas 
de difficultés a étendre au cas de n dimensions ses ingénicuses considérations. 
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chacune d’elles, 
| ®(z),| <A] ze, 


e désignant un nombre positif arbitraire et A une constante. 


Ce théoréme pourrait d’ailleurs étre généralisé et précisé par 
Vemploi des méthodes ingénieuses et profondes exposées dans la 
Thése de M. Boutroux; je ne m’y étendrai pas. Remarquons, 
cependant, que la limitation ainsi obtenue sur des drottes est 
nécessairement plus élevée que celle que l’on peut obtenir sur des 
courbes dont on ne précise pas l’allure, ou dans des aires indéfini- 
ment éloignées. Par contre, la précision ainsi introduite dans 
l’énoncé parait devoir présenter des avantages dans certaines appli- 
cations. 


Remarques sur les équations différentielles 
dont l’intégrale générale est une fonction entiére ('). 


Jusqu’a ces derniers temps, les équations différentielles connues 
admettant comme intégrale générale une fonction entiére étaient 
assez peu nombreuses pour qu'il pdt paraitre inutile d’en tenter 
une étude systématique. Les méthodes de M. Painlevé lui ont 
permis de découvrir de nouvelles équations satisfaisant & cette con- 
dition et permettront sans doute d’en découvrir encore d’autres. 
On se trouve donc en présence d’une classe assez étendue d’équa- 
tions différentielles, assurément trés particuliéres, mais dont les 
propriétés simples doivent étre nombreuses et intéressantes. Il 
semble qu’il y ait lieu d’aborder l’étude directe de cette classe 
d’équations que nous appellerons, pour abréger, éguations (P). 
Les équations (P) sont done les équations différentielles dont 
Vintégrale u(z) est une fonciion entiére de z, quelles que 
sotent les constantes d’inlégration (ou conditions initiales). 

L’étude directe des équations (P) parait difficile; méme dans les 
cas les plus simples, ot on les ‘intégre a l’aide des fonctions con- 
nues, il parait malaisé de démontrer directement la convergence 
dans tout le plan du développement de Taylor de l'intégrale. Mais 


——— 


(1) Comptes rendus, t. 138, 8 février 1904, p. 337. 
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il semble que cette étude promette d’étre assez intéressante et 


assez féconde pour tenter plusieurs chercheurs : c’est pourquoi 
je me décide a publier quelques remarques élémentaires que j’ai 
faites sur les équations (P); bien qu’incompletes, elles pourront 
peut-étre mettre sur la voie de propriétés plus importantes et la 
question me parait mériter que tous ceux qui s’y intéressent com- 
binent leurs efforts pour l’élucider. 
Je poserai 
u(z) = Up, Lataet saan Se ; ike 
dz? 


dz 


U2 = Upc; + 3 2, Z2+ Uy}, 


= U3, eeey 
Ud = Up LE + 3, VP.vyg4 3uQ 7,73 + U3 73, 


Les remarques que je veux résumer ici sont relatives aux rela- 
tions simples qwil y a entre les équations (P) et les invariants 
des formes binatres u’., ui, .... J’écrirai ces invariants sous la 
forme symbolique de Clebsch, en introduisant les variables symbo- 
liques », w, s, identiques 4 u. Quant aux équations différen- 
tielles (P), je les écrirai sous la forme suivante : le premier 
membre contiendra les termes dont le poids total par rapport 
aux u; est le plus élevé. L’importance particuliére de ces termes 
est manifeste et résulte d’ailleurs des wavaux de M. Painlevé. 

Je signale d’abord quelques équations (P) dont lintégrale géné - 
rale s’obtient aisément et qui peuvent s’écrire : 


(uv)?=uP(z)  [P(z) polynome quelconque]; 
(uy)*= Aw? (A, constante) ; 


(uy )?(ow)*(wu)=o. 


Les premiers membres de ces équations sont les invariants des 
formes quadratique et biquadratique, de degrés 2, 2 et 3 et de 
poids 2, 4 et 6. 

La fonction y, découverte par M. Painlevé et définie par l’équa- 


tion : 
y' = by? + 2, 


est la dérivée logarithmique seconde dune fonction wu veérifiant 


Péquation 
: (uy )* = u3 2. 


oy <. 
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De méme, la fonction méromorphe y de M. Painlevé, définie 

par l’équation 
VY =ayi+ ry +4, 

peut étre mise sous la forme du quotient de deux fonctions 
entiéres ; la fonction dénominateur vérifie une équation différen- 
tielle du troisiéme ordre, dont le premier membre se réduit a 
Vinvariant (wv)? (ws)? (us) (em) de la forme cubique wv}. 

Il est inutile de multiplier les exemples pour se convaincre qu'il 
y ala un ensemble de faits analytiques dont la raison serait inté- 
ressante a connaitre ('). Hermite disait volontiers que « l’obser- 
vation attentive des faits analytiques est la source la plus féconde 
des découvertes mathématiques »; le souvenir de ces paroles m’a 
encouragé a publier cette Note, bien qu’elle ne contienne que des 
faits, sans théorie qui les explique (*). 


Sur V’indétermination des fonctions analytiques au voisinage 
d’un point singulier essentiel (*). 


M. Harald Bohr a publié récemment (Comptes rendus, t. 154, 
p. 1078; Journal de Crelle,t. 144, p. 217) des résultats fort inté- 
ressants, relatifs 4 l’allure de la fonction €(s) et de fonctions qui 
s’y rattachent, lorsque la variable s décrit certaines droites. On 
peut se demander si ces résultats tiennent a la définition particu- 
liére de la fonction ou si, au contraire, ce sont des cas particuliers 
de propositions plus générales, concernant l’indétermination des 
fonctions analytiques au voisinage d’un point singulier essentiel. 

Considérons, pour simplifier, une fonction entiére Z = F(z) et 
supposons que la variable z s’éloigne a V’infini suivant un chemin 
non singulier, une ligne droite pour fixer les idées; le point Z 
décrira une certaine courbe : on doit regarder, comme étant le 
cas général, le cas ott cette courbe remplit tout le plan, c’est- 
a-dire passe une infinité de fois aussi prés qu’on veut de tout point 


ST 


(') Il y aurait lieu de s‘’occuper aussi des covariants des formes binaires, des 
invariants et des covariants simultanés, etc. 

(?) Aux résultats et aux méthodes de M. Painlevé se rattachent les travaux 
importants de MM. Chazy et Garnier sur les équations différentielles algébriques. 

(*) Comptes rendus, t. 155, 16 juillet 1912, p. 201. 
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_ du plan. Si l’on remplace le plan par la sphére de Riemann, |’ana- 
logie est frappante avec les propriétés des trajectoires que Boltz- 
mann appelait ergodiques. 

Le probléme qui se pose ensuite est la classification des cas 
d’exception, dans lesquels la trajectoire de Z tend vers une limite 
(finie ou infinie), ou est parcourue périodiquement une infinité de 
fois, ou admet des courbes asymptotes, ou remplit seulement cer- 
taines aires (comme dans les cas considérés par M. Bohr) ; cette 
classification comprend d’ailleurs deux stades : classification des 
fonctions et classification des trajectoires. 

On pourra consulter avec fruit, comme pouvant étre rattachée 
a ces problémes, une intéressante Note de M. Denjoy Sur les 
fonctions entiéres d’ordre fini| Comptes rendus, juillet 1907 (')]}. 


CONCLUSION. 


On a trouvé dans les pages précédentes d’assez nombreux 
exemples de questions que je m’étais posées, sur lesquelles je 
m’étais proposé de revenir et que j’ai négligées pour d’autres tra- 
vaux : ars longa, vita brevis. Jespére que quelques-unes au 
moins de ces questions seront reprises et résolues, malgré les 
difficultés qui résultent de l’extension croissante du champ de la 
théorie des fonctions; une théorie comme celle des fonctions 
entiéres, qui existait a peine il y a cinquante ans, exige aujourd’hui 
du chercheur qui yeut l’approfondir l'étude préalable de plusieurs 
livres; et le nombre des problémes a résoudre croit plus vite que 
le nombre des problémes résolus. Ne sera-t-on pas submergé et 
que faut-il dés lors penser de l’avenir de la théorie des fonctions? 
Je suis convaincu, pour ma part, que la Science ne peut se déve- 
lopper et méme subsister que si le travail de simplification marche 
de pair avec ]’extension croissante; il faut organiser les conquétes 
si on veut les conseryer. Les ouvrages didactiques vraiment scien- 
tifiques ne sont pas moins utiles que les mémoires originaux. 

En théorie des fonctions, la difficulté qui me. parait essentielle, 


(*) Dans le méme ordre didées, on peut prendre connaissance des articles de 
MM. Iversen et Valiron et surtout des résultats essentiels de M. Carleman, 
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et sur laquelle j’ai souvent insisté, est la distinction du possible et 
du réel. Les étres possibles sont en infinité transfinie ; on peut 
sans doute énoncer quelques théorémes trés généraux et créer 
quelques méthodes qui.s’appliquent a tous, c’est-d-dire a chacun 
d’eux; mais leur étude détaillée et leur classification complete est 
inextricable, car nous ne .pouvons pas atteindre effectivement, 
toucher, une infinité transfinie. ll faut donc se résigner a faire 
systématiquement ce que les mathématiciens ont été conduits a 
faire spontanément et sans esprit de systéme, c’est-a-dire se borner 
a étudier les fonctions qui se présentent naturellement, ce que 
nous pouvons appeler « les étres réels et normaux », par opposition 
aux monstres artificiellement créés ou méme simplement congus 
abstraitement. La démarcation est délicate et, en certaines régions, 
ne serait pas actuellement facile 4 préciser; c’est néanmoins dans 
cette direction seulement que I’on arrivera a faire de la théorie 
des fonctions une discipline entiérement cohérente. Les fonctions 
anormales doivent étre étudiées et connues dans une certaine 
mesure, mais seulement dans la mesure nécessaire pour les exclure 
ou plutét pour reconnaitre qu’elles s’excluent elles-mémes du 
systéme cohérent. 

Pour arriver a ce résultat, une étude approfondie et une classi- 
fication des nombres incommensurables vraiment définissables 
s’impose tout d’abord; c’est la un sujet trés difficile, mais dans 
lequel la moindre conquéte est infiniment précieuse par ses réper- 
cussions; on atteint ici la substance vivante elle-méme dont sont 
faits tous les étres mathématiques; rien n’est plus important que 
les propriétés du nombre. 


FIN. 
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